3.6. Die statistische Definition der Entropie

3.6.1. Die statistische Definition der Entropie

Die Entropie S wird vonLudwig Boltzmann um das Jahr 1880 auf véllig neuartige Weise alesggtlvon der
Statistik der Bewegungen kleinster Teilchen erklBie statistische Definition geht voifeilchenmodell aus
und betrachtet ein System von N Teilchen in eineluivien V mit der inneren Energie U. Der Zustand des
Systems iststabil, wenn Uber eine gegebene Zeitperiode nur sehr geeAbweichungen von der
vorherrschenden Anordnung odeNerteilung der Teilchen Uber das zur Verfigung stehende Vetuw und
den zur Verfugung stehenden Energiebereich U defireDa die Verteilung der Teilchen im Raum und
hinsichtlich ihres Energiezustandes (in Form voanBtations-, Rotations- oder Schwingungsenergigillig

ist, muss also dieslative Haufigkeit oder (nach derfsesetz der grol3en Zahlendie Wahrscheinlichkeit der
vorherrschenden Verteilung moglichst grof3 gegenileerWahrscheinlichkeit der tGbrigen Verteilungemse
Verwendet man dehaplace-Ansatz mit Einzelereignissen, die alle die gleiche Wahesalichkeit haben, so
berechnet sich die Wahrscheinlichkeit der gewlrstierteilung als

Zahl der Ereignisse, bei denen die veorbehende Verteilung eintri
Gesamtzahl der Ereignisse
_ Zahl der Realisierungsmoglichkeiten fiie vorherrschende Verteilur
- Gesamtzahl der Realisierungsmaéglichkeiten

P(vorherrschende Verteilung)

_%
o

Die Zahl Qg der Realisierungsmdoglichkeiten wird austatistisches Gewichtder Verteilung genannt. Ein
System iststabil, wenn das statistische Gewicht der vorherrschenden MedeigroR gegeniber den
statistischen Gewichten der Ubrigen abweichenden VerteitusgeDie Entropie als MaR fir die Stabilitat eines
Zustandes sollte umso gréRer werden, je starker das stdtestiGewicht der vorherrschenden Verteilung im
Verhaltnis zum bisherigen Wert zunimmt. Di&nderung der Entropie ist proportional zurrelativen

Anderung des statistischen GewichtsdS ~dQG . Um auf die gleicheEinheit J/K wie in der klassischen
G

-_— Q rev

Defintion dS = ES zu kommen, setzt man diBoltzmann-Konstante k = 1,3810% J/K als

Proportionalitatsfaktor ein: dS :%—G. Fur groRere Anderungen summiert man in kleinen Sehrittit Hilfe
C]
O,

des Integrals:AS = fQLdQG = [k-InQG}OGZ = k-In[ﬁ

Qg1

]. Die nach dieserstatistischen Definition

01~ G 'G1

berechnetenWerte firAS stimmen sehr gut tberein mit den nachtlermodynamischen Definition AS =

Qrev

ES gemesseneiVerten.

Die statistische Definition der Entropie )
Ein System aus N Teilchen mit dem Volumen V und deer@n Energie U hat beim Ubergang vom Zustand 1

zum Zustand 2 die Entropieanderum§S = kin [ﬁ wobei Qg; und Qg, die Zahlen de
“TG1
Realisierungsmdglichkeiten (detatistischen Gewicht¢ der vorherrschenden Verteilungen der N Teilchen {iber

das Volumen V und die durch die innere Energie U vorgegeldemergiestufen in den Zustanden 1 und 2 sind.

Wenn Qg das statistische Gewicht der vorherrschenden Verteilung diderVolumen V undQgr das

statistische Gewicht Uber die durch die innere Energie U bewl emperatur T vorgegebenen Energiezustande
sind, so lasst sich jede Volumenverteilung mit jeder EneedgieNung kombinieren, so dass das statistische
Gewicht der vorherrschenden Verteilufdg = Qg\Qgt ist. Entsprechend setzt sich die Entropieédnderung aus

einemvolumenabhéangigen TeilAS, und einentemperaturabhéngigen TeilAS; zusammenAS = kln[ ‘52]
“TG1

= k.|n[QGv2'QGT2] - k.|n[QGV2

Gv1 *fGT1 GV1

+ k:In

QGT2 -
Q—] ASy + AS;.

GT1

Ubungen: Aufgaben zur Thermodynamik Nr. 28 und 29
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3.6.2. Der volumenabhéngige Teil der Entropiednderung

Die vorherrschende Verteilung iber das Volumenist ¢,3
die Gleichverteilung Aus der taglichen Erfahrung mit -
der Diffusion in Form der Ausbreitung von Gertichen
im Raum oder geltsten Teilchen in Flissigkeiten weiR0:2
man, dass sich Teilchen infolge ihrer zufélligeno,15
Bewegung nach kurzer Ze#tnnéhernd gleichférmig 0.1
im ganzen Raum verteilen. Mathematisch ergibt sich dig | —': :17
Wabhrscheinlichkeit, dass k von insgesamt n Teilchen in’ |:|

der linken Raumhalfte  sind, durch die © i T
Binomialverteilung Bpogk) = L-O,S‘. wie 01

- (n—k)!k!

man aus den Abbildungen fiir n = 10; n = 100 und n =
1000 sieht, konzentrieren sich die wahrscheinlichste06

Verteilungen immer mehr auf die Gleichverteilung mit

0,04
n . . .
k= 5 Wenn man den Raum in mehr als m Teile teilty ,, |

wendet man dieMultinomialverteilung an. Auch in 0
diesem Fall konzentrieren sich die wahrscheinlichsten 50 180

Werte auf die Gleichverteilung mitk ... = ky, = no o003
m 9025

,0
Eine genaue Berechnung des Absolutwertes des
volumenabhéngigen Teiles der Entropie nach diesefh??
Ansatz ist in Abschnitt 3.7.5 dargestellt 0,015

0,01
|

Besonders einfach und fiir die meisten Falle voll
ausreichend ist die Berechnung der Entropieanderuf?@,05
wenn man ein Gas oder eine Ldsung bei konstanter 0 w

Temperatur T vom Volumen Vauf das Volumen ¥ 0 500 1d0o
expandiert bzw. verdinnt. Wenn ein Teilchen bei der,01
vorherrschenden Gleichverteilung Qcv 0.008
Volumenelemente in ¥Ybesetzen kann, so kann es di€
0,006 1

. ; \Y/ .
proportional erhohte Zahl2 -Qgy in V, besetzen. Da
Vi 0,004
jedes der N Teilchen jedes d@g, Volumenelemente
besetzen kann, gibt esQgn = Qg 0002
Realisierungsmdoglichkeiten fiir die vorherrschende g ‘
Gleichverteilung in Y und entsprechendgy, = 0 5000 1080¢

i

n-R-In[%] , wobei n die Teilchenzahl in mol und R 5N = 8,31 X™ die allgemeine Gaskonstante ist. Dies

N
\ - . Lo
[VZQGV] Realisierungsmadglichkeiten iV

1

Der volumenabhéangige Teil der EntropieanderunglasinAS, = k-In[M] = kin

"GVl

- N.k.m[ﬁ] _

1

1

ist genau der Ausdruck, bereits in Abschnitt 3.5t detthermodynamischen DefinitionAS = % fur die
Entropiednderung eines idealen Gases bei ésognermen Expansionhergeleitet wurde. Da die statistische
Definition keinen Bezug auf digustandsgleichung idealer Gasanimmt, gilt sie fiir beliebige Systeme, bei
denen sich die Energieverteilung durch die Expameioht &ndert, d.h. insbesondere auch fintiediinnung
einer Losung von der Konzentration n/\, auf die Konzentration n/V..

Der volumenabhangige Teil der Entropieédnderung isAS, = n-R-In [%] .
1
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3.6.3. Die Entropie als Malf3 fur die Unordnung

Die vorherrschende Verteilung Uber die zur Verfiggstehendeiknergien ist eineExponentialverteilung, die

mit steigendenTemperaturen allerdings ebenfalls gegen ei@éeichverteilung strebt.

Raum- und Geschwindigkeitsverteilung der Teilcheniees idealen Gases

Die vorherrschende Verteilung von N Teilchen tUbergegebene¥olumen V ist die Gleichverteilung, d.h.,
im Mittel werden sich in allen V Volumenelementerigh viele Teilchen aufhalten, namlich N/V Stiick.
Die vorherrschende Verteilung von N Teilchen Ubi&r hdglichenGeschwindigkeiten bzw. Energien bei

gegebener Temperatur T wird dagegen durch Exponentialkurve gegeben, da die zur Verfigung stehengden

Energiestufen¢...,  durch die Randbedingungy + ... + N = U eingeschrankt werden:

N(V) . 1
N-V
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Wie in 3.6.2. gezeigisteigt das statistische Gewicht der Gleichvemgjlsowohl mit wachsend@&ilchenzahl
N als auch mit wachsendewolumen V stark an. Auch mit steigend€emperatur T wachst die Entropie, da
immer mehr Energiestufen zur Verfigung stehen uald die Exponentialverteilung abflacht und allméahli
einer Gleichverteilung nahert. Diese Befunde lassieh auch mit einer vereinfachten Vorstellung der
Entropie als MafR fir digdnordnung des Systems erklaren:

Die Entropie S eines Stoffes ist ein Mal} fuir digordnung, in der sich die Teilchen (Atome, Molekiile oder
lonen) befinden. Die Entropie wird im Wesentlictdrch demAggregatzustandbestimmt: Je mehr Raum den
Teilchen zur Ausbreitung zur Verfliigung steht, degtdlRer wird die Unordnung. Daher ist die Entrojpre

festen Zustand am kleinsten und im gasférmigenafusam grof3ten:

Entropie steigt an

) o
([
Y ([
O o0
O ° o
O [
O O (] (]
O [ °
Q000 O °
olelele) Noxoloxels © .
fest flissig gasformig oder gelosin je zwei Teile zerlegt

v
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Die Entropie steigt an, wenn bei einem Vorgang

1. Stoffe schmelzen, sublimieren oder verdampfen

2. Stoffe in einer Flussigkeit aufgelost werden

3. die Teilchenzahl erhéht wird, z.B. bei der Zersetgeiner Verbindung in ihre Bestandteile

Ubungen: Aufgaben zur Thermodynamik Nr. 30

3.6.4. Die statistische Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik

Der Extremfall eines vollstandigeversiblen Vorgangs ist eiispontaner Ausgleichsprozef3wie er z.B. in der
isothermen Expansion von N Teilchen eines idealage® vom Volumen Vauf das Volumen ¥im Vakuum
(pa = 0) besteht. Es wird also Uberhaupt keine Volwariesit verrichtet und wegefaU = 0 wird auch keine
Warme mit der Umgebung ausgetauscht: W = Q = 0. @s wird aller Erfahrung nach nicht spontan wieder
zum Zustand 1 zuriickkehren. Auf Teilchenebene vedreaber durchaus vorstellbar, dass ioféllig alle
Teilchen infolge ihrer ungeordneten Bewegung ineringegebenen Moment wieder im Volumenteil V
befinden. Die Umkehrung des Prozesses ist alsoniie nicht unmdglich, sondern nur extrem
N

unwahrscheinlich mit P = [%] . Allgemein wird ein Ubergang vom Zustand 1 zumtZaod 2 immer dann

2
spontan eintreten, wenn die vorherrschende Vengiluder Teilchen im Zustand 2 eine groRere
Wabhrscheinlichkeit besitzt als in Zustand 1, dWwenn die Zahl der Realisierungsméglichkeiten der
vorherrschenden Verteilung bzw. die Unordnung bdig. Entropie dabei zunimmt. Damit erhalt man eine
anschauliche Formulierung desHauptsatzes der Thermodynamik

Die statistische Formulierung des 2. Hauptsatzes d&hermodynamik

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems ninirepbetanen bzw. irreversiblen Prozessen zu urititbia
Grenzfall des reversiblen Prozesses konstant. Dteofie eines abgeschlossenen Systems kann alswaleie
abnehmenAS;esame> 0.

Dabei ist zu beachten, dass die Entropie ajasshlossenen Systengiirchaus abnehmen kann, wie es z.B. bei
jeder Kondensation oder bei der Synthese kompl8kemolekile der Fall ist. Dabei wird aber immer die
Entropie detJmgebungdurch z.B. Warmezufuhr oder Erhéhung der Teilchbhentsprechend zunehmen.

Gleichwertigkeit der statistischen und der klassiseen Formulierung des 2. Hauptsatzes
1. Nach der statistischen Formulierung ist die Engagine Zustandsgrof3e, so dass die Entropiedndering

rev

einem Kreisprozess immer Null istS = 0. Wegem\S = —— und T > 0 muss also jede Warmeaufnahme

durch eine Warmeabgabe ausgeglichen werden. Kaisptozess kann daher Warme vollstandig in Arbeit
umwandeln.

2. Angenommen, es gibt ein abgeschlossenes Systenejrdas spontanen Prozess m < 0 durchlauft. Da
das System abgeschlossen war, ist weder WarmeArbelit mit der Umgebung ausgetauscht worden. Nun
verbindet man das System mit einem ThermostaterdeniEndtemperatur T des Systems und setzt einen
beweglich Kolben auf das Reaktionsgefal. Fuhrt imayanz kleinen Schritten die Warme,(x —T-AS zu.
ohne dass sich die Temperatur dabei &ndert, so wegsnAU = 0 die Volumenarbeit W = Q) an der
Umgebung verrichtet werden. Man erhalt damit eiKeeisprozess, der keine Warme an die Umgebung
abgibt.

3.6.5. Die statistische Formulierung des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik

Nachdem alle Experimente darauf hinweisen, dasgiipien aller Stoffe am absoluten Nullpunkt zodeist
den gleichen Wert besitzen, nimmt man an, dasschsusm den Wert Null handelt. Diese Annahme lagst s
mit der statistischen Betrachtungsweise einerseikt begrinden und andererseits einschréanken.d&ei
Berechnung des statistischen Gewichts geht man wicht entarteten Zustdanden aus, d.h., jeder
Energiezustand und jedes Volumenelement ist inLeéee, alle N Teilchen gleichzeitigaufzunehmen. Am
absoluten Nullpunkt haben alle Teilchen die gleiEimergies = 0 und die Zahl der Realisierungsmdglichkeiten
fur dieses Verteilung isRsrg = 1. AuBerdem befinden sich alle Teilchen im ajemi Volumenelement, dass
allen Teilchen Platz bietet, ndmlich dem Krist8ktzt man voraus, dass sich um eiitealen Einkristall mit
parallel ausgerichteten Molekilenhandelt, muss die Verteilung der einzelnen Molelalf die gleichartigen
Platze in diesem kleinsten Volumenelement nichiitdeichtigt werden. Unter diesen Voraussetzungeauish
die Zahl der Realisierungsmdglichkeiten fir die méiche VerteilungQgyo = 1. Wegen In @) = In
(Qc10Q0cv0) = In(1) = 0 ist es sicher berechtigt, die folgerteestlegung zu treffen:
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Die statistische Formulierung des 3. Hauptsatzes d&hermodynamik
Die Entropie von Idealkristallen eines Elementesroginer Verbindung am absoluten Nullpunkt ist NOlie

QO
=nRiIn|=&

= nRIn(Qg).

absolute Entropie von n Mol eines Stoffes ist dﬁnrnnR-In[Q G
“"GOo

3.6.6. Der volumenabhéngige Teil der absoluten Entropie

Die Verteilung der N Teilchen auf V < N Volumenelente lasst sich durcBufallsvariablen Xy = (Xng, ---
Xnm) beschreiben. Dabei istyXdie Zahl der Teilchen im i-ten Volumenelement. Di@lumenelemente sollen
so grol3 sein, dass jedes von ihnen alle Teilchénehmen kann, d.h. 1 << N. Damit kann man das
Urnenmodell mit N-maligem Ziehen aus einer Urne YhiKugeln mit Zuriicklegen verwenden und erhélt eine
Multinomialverteilung

Q
P(Xn1 =Ky, ooy Xav = ky) = -

Dabei ist
Q = V" die Zahl allerméglichen Fallg die auftreten, wenn man N Teilchen auf M Volumenelemeettilt
bzw. N mal mit Zurticklegen aus einer Urne mit M Kugekhzi
I
= % die Zahl demiinstigen Falle bei denen das gewiinschte Ereignig.(X ky, ..., X = kv) =
l BETE V .

(k; Teilchen in Volumenelement 1, .., Keilchen in Volumenelement M) auftritt.
Betrachtet man nur die Belegung eie@welnenVolumenelementes, so ist &imomialverteilt mit

/R AR B L N
PXni =k) =|=| -|1—-— —_

Y Y kL (N —k)!
Die mittlere zu erwartende Belegung eines einzelnen Volumenelesnaind damit die vorherrschende
Verteilung ergibt sich aus deBrwartungswert

EXn) = ZN: kK-P(Xy = k)
k=0

N (1) 1)V K NI
kl[V] '[17] * DHN K]

Q¢

1
N/

k 1 N k

S [ (LTI

v &lv V) (K-DHN K
NS [i]kl.[l_l]'“(“) | (N 1)!

V ol Vv (K )N —1—(k —1))!
~ i 1 1 N 1
=N [erlV]
_N
Y

Die mittlere zu erwartende Verteilung der Teilclar die Volumenelemente ist also @eichverteilung, was
auch der Alltagserfahrung z.B. bei der Diffusiomvicee in Wasser entspricht.
Auf das gleiche Ergebnis kommt man auch, wenn ntander VerteilungeinesTeilchens ausgeht. Diese wird

1 1 1
durch die Zufallsvariable X = (X..., X)) mt0 <X <1, P(X=1) = VR P(X=0)=1 ny; und E(X) = v

N
beschrieben. Wegeny& N-X erhalt man wieder ERf) = N-E(X)) = v Die X bilden eine Folge unabhangiger

1
identisch verteilter Zufallsvariablen, deren Mittelt NXN gemal der Alltagserfahrung und nach dem starken
bzw. schwachen Gesetz der grof3en Zahlen fis M p-fast sicher und stochastisch gegen den Erwastuerg
1
E(XX)=— .
x) v strebt

Fir N= 1 mol = 610°® sind die Abweichungen von der vorherrschendencBleirteilung so unwahrscheinlich,
dass sie vernachlassigt werden kénnen. Abweichutrgiam extrem selten auf und werden nach kirz&stier
durch die zufallige Eigenbewegung der Teilchen efealisgeglichen.
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Als Mal fur die Stabilitét des Gleichgewichtes vah&n daher dagtatistische Gewicht der Gleichverteilung

N
PG:P(XNIZZX\IV:%):[%] [ N!
[

n 1
Mit der Stirlingschen Naherungsformelfir die Fakultat nk n—n~\/2ﬁn bzw. Inn!l=ninn-n +Eln(2nn)
e
erhélt man
a' = kin QGV
I
= kin N!

1 N N N 1 N
. = + —_— = of — - —_—— — + —_— [—
k(NIn N - N 5 In(2zN) - V-( v In v v 5 In(2rn v ))

1 1 N
K(NInN - N + P IN2eN) = NINn N+ NInV + N - 2 -M-In(ZnV))

1 1 N
k(N-InV + P In(2zN) - P -M-In(ZnV)

1V \% 11
d . + —_—— —_— + —_——
kN-(In V > In2n—) > In(2zN))

Fir N= 1 Mol = 610 und M~ 1 kann man die beiden letzen Summanden vernachlassigen dittdSerh
k:N-In V bzw. mit R = 1 Mok und N = 1 Mol-n. V bezeichnet dabei die Zahl der Volumeneinheiten, die
willkiirlich gewahlt werden kénnen mit der einzigen Einschedugy, dass sie jeweils alle N Teilchen aufnehmen
kénnen sollen! Der Absolutwert der Entropie ist also abitgmon der gewahlten Volumeneinheit und daher
auch wieder nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Der volumenabhéangige Anteil der Entropie ist $ = Rn-In V.

3.6.7. Ludwig Boltzmann

Ludwig Boltzmanns wird im Jahr 1844 als Sohn eines
Steuerbeamten iwien geboren. Schon als Halbwiichsiger
verliert er Vater, Bruder und Schwester durch verschiedene
Epidemien (Tuberkulase, Cholera, usw.). Nach der Matura
am GymnasiumLinz studiert er inWien Physik und
promoviert bereits im Alter von 23 Jahren. Nach
zweijahriger Tatigkeit als Privatdozent nimmt er im Jahr
1869 eine Professur fiir Theoretische Physi&iaz an.

Seit 1870 beschaftigt sich Boltzmann auch mit Problemen
der Luftfahrt ; so interessieren ihn auch die Flugversuche
von Otto Lilienthal .

1872 verschaftt er der Mathematik- und Physiklehrerin
Henriette von Aigentler (1854-1938) Zutritt zu den fur
Frauen verbotenen Vorlesungen und heiratet sie im Jahr
1876. Sie haben gemeinsam funf Kinder, von denen €
einen Sohn jedoch durch Blinddarmentziindung verlier
Seine wissenschaftlich fruchtbarste und menschli¢
glucklichste Zeit verbringt er ifGGraz. Er spielt sehr gut
Klavier (Sein Lehrer in Wien warAnton Bruckner =~ =
gewesen), treibt Sport und ist ein treusorgender
Familienvater, dessen beiRende Ironie aber geflirchtet ist.
1887 wird er zum Prasidenten der Universitat Graz gewahlt.

Nach Aufenthalten an den Universitdten Minchen, Wien ungzigilbernimmt er schlielich 1895 die
Nachfolge des Lehrstuhls seines Lehrers Josef Stefafiein.

Boltzmann vertritt als einer der ersten Physiker das bei GleemseitJohn Dalton 1808 langst anerkannte
Teilchenmodell der Materie Dies verschafft ihm viele Gegner in seinem Fachgebiet, améerem Ernst
Mach, Wilhelm Ostwald und Max Planck. Sein revolutiondrer Ansatz, makroskopische VorgangeHitfi

der Statistik und Wahrscheinlichkeit der Bewegungen dengten Teilchen zu deuten, flihrt zu gewaltigem
Aufruhr. Wahrend einerseits die gré3ten Séle nicht augmejaim die Horer seiner Vorlesungen aufzunehmen,
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sieht er sich andererseits von Seiten der Professoren scharfeimddngen ausgesetzt. Um sich gegen die
weltanschauliche Kritik seiner Theorien zu wehren, beschatigtich zunehmend mRhilosophie und der
Evolutionslehre von Charles Darwin. (Im Jahr 1859 ist dessen Hauptwedn the origin of species”
erschienen). Um 1900 wachst der Widerstand gegen seineeNlorgen und insbesondere das Teilchenmodell
durch die Entwicklung dekontinuierlichen Elektrodynamik . Erst der Siegeszug d&uantentheorie durch
Werner Heisenbergseit 1925 bringt die endgiiltige Bestatigung der statigisdlinermodynamik.

In seinen letzten Lebensjahren verstarkt sich infolge der wiedeehmenden Anfeindungen Boltzmanns
Neigung zu plétzlichen Stimmungswechseln zwischen Dsjamresund Uberschwang (bipolare Stoérung), was
schlie3lich wahrend eines Sommeraufenthalts mit seiner FamitieSuizid fihrt: Boltzmann erhangt sich mit
66 Jahren am Fensterkreuz eines Kurhotels im italienischema(d Osterreichischen) Duino. Auf seinem
Grabstein am Ehrengrab auf d&Wiener Zentralfriedhof ist die von ihm gefundene fundamentale Beziehung
eingraviert: S = #fn W.
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