1.4. Lineare Gleichungssysteme (LGS)

In vielen mathematischen Problemen werden zweiegdaklund y gesucht, die gleichzeitig zwei verscaiezh
Gleichungen (1) und (2) genliigen missen. Man spritanin von einemGleichungssystemaus zwei
Gleichungen fir zwei Variable. Enthalten die Gleisgen nur lineare Ausdriicke ohne Quadrate, Wuraedm
andere Potenzen, so handelt es sich urtireares GleichungssystenfLGS)

Beispiel fir ein nichtlineares Gleichungssystem:

(1) X-2y =1 ‘
2) X+y =7

Beispiel fur ein lineares Gleichungssystem (LGS):

(1)
@)

Um die Lésung einekGS aus zwei Gleichungen mit zwei Variablen zu erlmltauss zunachst eine der beiden
Variablen in der Gleichung (2) mit Hilfe von Gleiahg (1)eliminiert (entfernt) werden. Dies erreicht man mit
speziellenEliminierungsverfahren, namlich, demEinsetzungs, Gleichsetzungs oder Additionsverfahren.
Enthalt Gleichung (2) nur noch eine Variable, sorkaie nach dieser aufgeldst werden. Das Ergelamis dann

in Gleichung (1) eingesetzt werden, um die andexea¥le zu berechnen.

2x-3y =1
x+y =7

Die Einsetzungs- und Gleichsetzungsverfahrensind theoretisch (!)immer anwendbar, wahrend das
Additionsverfahren in der Regel nur bdinearen Gleichungssystemerrfolgreich ist. Es lasst sich aber dafir
sehr leicht auch auf Systeme ausi und mehr Gleichungen und Unbekannterausbauen.

1.4.1. Das Einsetzungsverfahren

Eine der Gleichungen wird nach einer Unbekanntdgedist, z.B. Gleichung (1) nach x:

Q) 2x-3y =1 +3y; 2
(2) 3x+y =7
1 3
1 ==+
1) X=S*5Y
(2) x+y=7
Eliminierung von y und Berechnung von x duiginsetzenvon Gl. (1) in Gl. (2)
3
3(% + Ey) +y =7 | Klammern auflésen
3 11 3
— 4+ == = 7 —_
2 "7 172
1 2
2 2 11
y =
Berechnung von x durdiinsetzenvon y = 1 in eine der beiden Gleichungen, z.Bichleng (1):
1 3
X==+—-:1=2
2 2

. X 2
= Losungsvektor[ ] =[ ]
y 1



1.4.2. Das Gleichsetzungsverfahren

Beide Gleichungen werden naderselben Unbekannteraufgeltst, z.B. x:

Q) 2x-3y =1 +3y; 2
(2) x+y =7 -y; :3
1 3
1 ==+ =
1) X=S+5Y
_7_1
(2) X—§ 3)’

Eliminierung von y und Berechnung von x dufgleichsetzender beiden Gleichungen:

1+§y :Z_ly |+1y_1
2 2 3 3 377 2
11 11 6
5’76 gt
y=1
Berechnung von y durdhiinsetzenvon y = 1 in eine der beiden Gleichungen, z.Bichieng (1):
1 3
X —E + E 1=2

X
= L('jsungsvektor[ ] =
y

2
1
1.4.3. Das Additionsverfahren

Die Eliminierung der Variablen x und die Berechnwan x und y geschiehbthne Einsetzennur durch
geschicktéquivalenzumformungen.

Um x zu eliminieren, bringt man die beiden Koefizien von x auf dadeinste gemeinsame Vielfachg(den
.Kleinsten gemeinsamen Nenner“). AulRerdem wahlt whianVorzeichen der Faktoren so, dass sich dieeneid
Koeffizientenim Vorzeichen unterscheiden Nun addiert man beide Seiten von Gleichung (1) zu Gleichung
(2), wobei sich die Koeffizienten vor x aufheben.

(1) 2x-3y =1 (=3)

(2) 3x+y =7 |2

Q) -6x+9y =-3 (-3)
2) 6x+2y =14 D +

(1) 2x-3y =1

@ 11y =11 | 13

Ebenso verfahrt man nun mit den Koeffizienten vor y

@ [ A i P
(1) ‘ 2x =4 ‘:2
(2) y =1

. X 2
= Losungsvektor{ ] = [ ]
y 1

Ubungen: Aufgaben zu LGS Nr. 1



1.4.4. Das Diagonalverfahren

Das Diagonalverfahren ist ein spezielledditionsverfahren mit dem sich LGS mit vielen Gleichungen und
vielen Unbekannten schnell und sicher I6sen lagstam verwendef\quivalenzumformungen, um das LGS
aufDiagonalform zu bringen, so dass sich die Lésungen ohne Emselizekt ablesen lassen.

Beispiel:

2x  +
X -

3x +

2x  +

2X  +
2X +
2X

1
= Ldsungsvektor |y| = [0
2

y - z =0 -3
2y + z =3 (=2) } ) +
2y - 2z =-1 ((=2)
y - z =0
5% - 3z =-6
y + z =2 ‘5 ) +
y - z =0
B - 3z =-6 -2 +
2z =4 3 ) + :2)
y =2
10y = :(—403>+
z=2
=2 2
y =
z=2

X

z

Ubungen: Aufgaben zu LGS Nr. 2

1.4.5. LGS in Matrizenschreibweise

Bei groRBeren LGS verwendet man oft die Matrizensiblweise: die Variablen werden nicht mehr
ausgeschrieben und die Gleichheitszeichen dur@neimfachen senkechten Strich angedeutet:

Beispiel:

LGS in Gleichungsschreibweise

-X
2X
3X

X

+

=+

y + 2z - u=3
y - z + 2u=5
y + z - u=0
y + z - 2u=-2

LGS in Matrizenschreibweise:

-1 1

1 1
-1 1
0 1
0 2
0 2

2 -1 3|2 .
+
2 -1 -1 2|5 D 3+
+

3 -1 1 -10

1 -2
2 —13

3 ou-ezj> i

7 49 * +
3 -31
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Ubungen: Aufgaben zu LGS Nr. 3

1.4.6. Losbarkeit linearer Gleichungssysteme
LGS kénnen keine, eine oder unendlich viele Losartggben:

Beispiel fir ein LGS, das keine Losung besitzt:

12 13-e25++1;

2 3 01 )+

11 —12

1 2 1|3

0 -1 —2-5-¢1
E))Jr

0 -1 —2-1

1 2 1|3

0 -1 —-2-5

0 0 04

Die letzte Gleichung O = 4 ist fikein z erflllt. Es gibt also keinen Losungsvektor, dée drei Gleichungen
gleichzeitig erfillt, d.h., L = {}.



Beispiel fur ein LGS, das viele Lésung besitzt:

1 1 01
+
-11 12D )"‘

-1 3 25

3
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Die letzte Gleichung 0 = O ist fialle z erfillt. Die Variable z kann also frei gewéahlenten und wird als
Parameter aufgefasst, z.B. z =& R

X+y =
2y+z:%
i

Z =

Die anderen beiden Variablen kénnen nun durch Eiesén Abhangigkeit von t dargestellt werden:

2y+z=3=2y+t=3sy=

N w

x+y=3©x+§—1t=3©x=
2 2

+
N
—

Die Lésungsvektoren hangen also von t ab:

X 1,5+ 0,5
y| =114,5- 0,5t mitte R
z t

Der Ubersicht halber stellt man die Anteile mit withe Abhéngigkeit von t getrennt dar:

X 15 0,5
y| =11,5| +t|-0,5| mitte R
z 0 1

Die Ldsbarkeit eines LGS lasst sich erst erkenmemn man es auf Dreiecksform gebracht hat. Ein b@Sn
Gleichungen (Zwangsbedingungen fir n Variablen (¥reiheitsgrade) in Dreiecksform hat

= keine Losung, wenn m > n (letzte Gleichung in der GeéSiak= b mit b+ 0)

= eineLdsung, wenn m = n (letzte Gleichung in der Géstak b mit a+ 0)
= unendlich viele Ldsungen, wenn m < n (letzte Gleichung in der &e6z =0 )

Ubungen: Aufgaben zu LGS Nr. 4



