1.6. Potenzen

1.6.1. Potenzen mit natirlichen Exponenten

Definition: DasProdukt aus dem natirlichelRaktor n und dem reelleRaktor a ist definiert als diSumme,
die aus n Summanden a zusammengesetzt ist.

na := a+..+a, wobei@R und ne NY{0}

\_Y_/

Produkt au: Summe aus
2 Faktoren n Summanden

Merke: Produkte sind eine Kurzschreibweise fir Summetrgfeichen Summanden.

Definition: Die Potenz aus der reellerundzahl (Basig a und der natirlichenlochzahl (Exponent) n ist
definiert als da®rodukt, das aus n Faktoren a zusammengesetzt ist.

d = a..-a wobeia R undne N\{0}
Potenz aus Produkt aus
Basis und n Faktoren
Exponent

Merke: Potenzen sind eine Kurzschreibweise fur Prodoiteyleichen Faktoren

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 1 und 2

1.6.2. Potenzen mit negativen Exponenten

Potenzen mit negativen Exponenten werden definiedem man die Reihe der Potenzen mit naturlichen
Exponenten zu einer gegebenen Basis a in Richtegativer Exponenten fortsetzt:

Beispiel mit der Basis 2:

Veranderung des Exponenten: ~1 /—1\ /—_1\ /—_1\
2" 2 2™ 2° 2' 2 2
1 1 1
2.2 4 2 1 2 4 2.2

Veranderung der Potenz:

Verallgemeinerug auf beliebige reelle Basen a:

Veranderung des Exponenten: ~1

INONINN

a" a’ a & a d
1 1 1
a-..-a a-a a 1 a aa a...a
Veranderung der Potenz: .a ‘a :a :a



Definition:

a‘:= iz fur ac R0} und z € Z2\{0}.
a

=1 fur ac R

Merke:

Ersetzt man den Exponenten durch seine Gegenpadithélt man den Kehrwert der Potenz.
Bemerkung:

Beachte, das< aurch die erste Definition nicht eindeutig bestimmerden kann: %= io = @)=1e
a

& € {-1, 1). Das 1. Potenzgesetzai = & * "mit m = 0 bleibt aber nur bei der Wafil & 1 giiltig!

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 3 und 4

Definition und Satz:
Jede reelle Zahl lasst sich durch ein eindeutidirheges Produkt aus einer Dezimalzahl mit einer il
verschiedenen Ziffer vor dem Komma und einer Zghwienz darstellen. Diese Darstellung he

Normdarstellung.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 5

1.6.3. Potenzgesetze flr ganze Exponenten

Satz L Firac Rundn, me Zgiltd'-d" = 4™

Merke: Potenzen mit gleichen Basen werden multipliziexdeim man die Exponenten addiert.
Beweis

Furn>0und m>0giltd-d" = (a..-a)-(@..-a) = a..ra = a™"

\_Y_/

n Faktoren m Faktoren n + m Faktoren
Die Ubrigen Félle n < 0 und m0, n>0 und m < 0 sowie n <0 und m < 0 werden anald@gbeelt.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 6 und 7

Satz 2 Fura, be Rundne Z gilt a"- b" = (ab)™

Merke: Potenzen mit gleichen Exponenten werden multipliziedem man die Basen multipliziert.
Beweis

Furn>0und m=0giltd'-b" = (a-...-a)-(b-...-b) = (ab)-..-(a-b) = (ab)™

n Faktoren n Faktoren n Produkte

Die Ubrigen Falle n < 0 und mO0, n> 0 und m < 0 sowie n < 0 und m < 0 werden analdmbeelt.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 8

Satz 3 Firac Rund n, me Z giltd" ™ = (@)™

Merke: Eine Potenz wird potenziert, indem man die Exposenmultipliziert.
Beweis

Furn>0und m=0git (@™ = (& ..-a)-...-@..-ra) = a..-a = a"

e

n Faktoren n Faktoren - m Faktoren

H_/

m Produkte

Die Ubrigen Félle n < 0 und mO0, n>0 und m < 0 sowie n <0 und m < 0 werden anald@gbeelt.

Ubungen: Aufgaben zur Potenzrechnung Aufgabe 9)a) -

i3t



Vereinfachen von Potenzausdriicken

1. nach gleichen Basen ordnen

2. Briiche durch negative Exponenten ausdriicken
3. Potenzgesetze anwenden

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 9 k) - 0)

1.6.4. Die n-te Wurzel

Definition:
Fur ae R+ und ne N\0} ist die n-te Wurzel aus a definiert als dipositive Zahl Q/E, deren n-te Potenz
wieder a ergibt: {/a }" = a mit a> 0 und¥a > 0.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 10

1.6.5. Potenzen mit rationalen Exponenten

Potenzen mit rationalen Exponenten werden definiadem man die Reihe der Potenzen mit nattrlichen
Exponenten zu einer gegebenen Basis a in Richtegativer Exponenten fortsetzt:

Beispiel mit der Basis 2:

Veranderung des Exponenten: 2

21/2[1 . 21/4 21/2 21 22 24 . 22[1
297 0 2 2 4 16 2.2

N2
T 7 7

Veranderung der Potenz:

Definition 1:
1
Furne N\{0}und a€ R*seia" := {a
Merke:
Man darf nicht durch 0 teilen, dahern0; man darf nicht Wurzeln einer negativen Zahheig daher z 0.
Definition 2:
m
Furne N{0}, m € Z und ac R*seia" = ¥a" = (Q/a)m.
Begrundung: Wenn das 3. Potenzgesetz fir rationale Exponengéenivin gelten soll, erhalt man
m

ST = () = o Cam o g® z[ai] (va)".

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 11 und 12

Satz:
Die Potenzgesetze Satz 1 - 3 gelten auch fir @gdixponenten.
Beweis:

Satz 1: Fur n, m, p, & Z\{0} erhalt man unter Anwendung des Satzes Uberzmnlige Exponenten und der
n p ng pm ng+pm n.p

n = — ; n-q : m-p ' n-g+mp
Definition am @9 =a™@I" = (m%) Eqm%) = (m%) =a %M =am*4

Die Beweise fiir Satz 2 und 3 verlaufen analog.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 13



1.6.6. Potenzen mit irrationale Exponenten

Potenzen mit irrationalen Exponenten wie 3% werden definiert als die Zahl, digp TJ
man erhalt, wenn man sich dem irrationalen Exparentmit rationalenq 4 4,656
Néaherungswerten immer mehr nahert: 1,41 4,707

— 1,414 4,728
Definition 1,4142 | 4,729
Fir ac R* und x€ R ist die Potenz’adefiniert als die Zahl, die man erhalt, wend,41421 | 4,729
man den Exponenten x mit rationalen Exponentenmammaher kommt: Fir f> X ¢ ¢
giltauch 4 — &.

V2 3%

Merke:

Fur Potenzen mit irrationalen Exponenten gilt deiadle wie flr die irrationalen Exponenten selbée: I8ssen

sich zwar niemals exakt, aber dafur mit beliebi@enauigkeit berechnen.

Satz:

Die Potenzgesetze gelten fir alle Naherungswerntgatibnalen Exponenten und daher auch fir Potenzén

irrationalen Exponenten

Satz und Definition:

Fir alle 0 <a<1bzw. 1 >aundxR gibt es genau eine Zahlgy R, so dass firallen, m Q mtn<x<m
auch & <y <d bzw. d <y < d" gilt. Diese Zahl wird als PotenZ bezeichnet:’a=y.

Beweis:

Man benétigt auf jeden Fall das Vollstandigkeitsieo Intervallschachtelungsaxiom und dariiber hirdies
Taylorentwicklung mit Restglied 1. Ordnung flr @gponentialfunktion f(x) =’a

Furn<mistfir 0 <a<1aucla& d und fir 1 < a gilt a< d", da f(n) = fir 0 < a < 1 streng monoto

fallend und fir 1 < a streng monoton steigendis$tm — n <§ so ist|d’ — d"| = d"|a"™" - 1| < d"2:(m-n}In(a)

< d“2:6:In(a), d.h.|d" — d"| wird beliebig klein, wenrim — n geniigend klein gewahlt wurde. Insgesamt
damit gezeigt: Bilden die (m, n) eine Intervallschi@lung mit Zentrum x, so bilden di€'(d") ebenfalls wieder
eine Intervallschachtelung. Wegen der Vollstandigtter reellen Zahlen hat die Intervallschachtelaly d")
genau ein Zentrum y.

Oder kirzer: Die Menge der n < x < m bildet einéggEpdie gegen x konvergiert und insbesondere @nechy-

Folge darstellt. Wegen der Stetigkeit von f(n)"<fia n € Q bilden die dund &' ebenfalls eine Cauchy-Folg

die wegen der Vollstandigkeit der reellen Zahlegagegenau ein R konvergiert.
Definition:

>

st

D

Die im obigen Satz erwahnte Zahl wird als Poterizezeichnet

Ubung: Erklare die Definition und naherungsweisadgdnung von Potenzen mit reellen Exponenten anhand

eines selbst gewahlten Beispiels.

1.6.7. Potenz- und Wurzelgleichungen

Einfihrung: Aufgaben zu Potenzen Nr. 14 a) -h)

Satz
Fur die Losung der Potenzgleichudg=a mit ne N\{0} gilt L =

n gerade n ungerade
a>0 | {+¥a; Na} | {Va)
a=0 {0} {0}
a<o0 I - 3ld }

Ubungen: Aufgaben zu Potenzen Nr. 14 i) - 1)



