2.10. Prifungsaufgaben zu Kugeln

Aufgabe 1: Oktaeder in Kugel (5)
In eine Kugel vom Radius r wird ein Oktaeder einbeschrieben.
(siehe rechts) AR
a) Berechne die Kantenldnge a des Oktaeders in Abhé&ngigkeit ' b

vonr. 15
b) Welchen Abstand hat der Mittelpunkt einer Seitenkante von N

der Kugeloberflache? ’
c) Welchen  Abstand hat der  Schwerpunkt (=

Hohenschnittpunkt)  der  Seitenflichen  von  der

Kugeloberflache?

Losungen:

a) Kantenlange a= /2 r (Pythagoras) 1) /\ a
1 V2

b) Abstand=r— =a=|1-—|r 1

) -3 [ ; j (2) N

c) Nach dem Strahlensatz gilt fur den Abstand r
des Seitenflachenschwerpunktes S vom

Mittelpunkt M r‘:% =ra=>r‘= %

d) Abstand=r—r 1)

r
5

Aufgabe 2: Kugel in Tetraeder (7)
Berechnen Sie die Kantenl&nge eines Tetraeders, der einer Kugel mit Radius r umbeschrieben wird.

Losungen:

Die Berlhrungspunkte der Kugel liegen auf den
Schwerpunkten der Seitenflachen. Diese liegen
in den Schnittpunkten der Seitenhalbierenden mit

der Lénge hs = ga, die dort im Verhéltnis 1 : 2
geschnitten werden. Der langere Abschnitt hat

also die Lé&nge ghs = ?a. Die Hohe des a h—r 2y
S
2
Tetraeders ist h = _[hZ — (%) = ?a. In dem a
schraffierten rechtwinkligen Dreieck gilt ' ghs
2 r
(h—1y ="+ (Zh,) @ 2
V6 2_ 2,12
(:»(?a—r) =r+oa 2 a
& %az - %Ear +rr=r+ %az 1) a
o - Har=0 05)
e a?—2v/6ar=0 0,5)

= a = 2+/6r (oder a = 0) )



Aufgabe 3: Tetraeder in Kugel (6)
Berechnen Sie die Kantenlénge eines Tetraeders, der einer Kugel mit Radius r einbeschrieben wird.

Ldsungen:
Die Bertihrungspunkte der Kugel liegen auf den
Eckpunkten. Diese liegen in den Schnittpunkten

der Seitenhalbierenden mit der L&nge hs = ‘/Z—Ea,
die dort im Verhaltnis 1 : 2 geschnitten werden.
Der langere Abschnitt hat also die Lange ghs =
?a. Die Hohe des Tetraeders ist h = a r a
2

hZ — (%) = ‘/?ga. In dem schraffierten

rechtwinkligen Dreieck gilt
2 r
= (h-n?+(2h,) @) ]
er= (ﬁa )+ 22 2)
3 3 2 a

@rzzgazf%\/garﬂﬂgaz 1) 3 a
& 23—‘/gar =a (0,5)
=>a= ﬁr (0,5)

3

Aufgabe 4: Zylinder, Kegel und Kugeln (18)

Ein Werkstuck besteht aus einem Kegelstumpf mit den MaRen D = 10 cm, h =6 cm und d = 5 cm, in den ein
Loch mit halbkugelférmigem Abschlufl gebohrt wurde. Es hat den Durchmesser d’ = 4 ¢cm und endet im Abstand
a =1 cm von der Oberfléache.

L e | d
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| |
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a) Berechne das Volumen des Werkstiickes. (6)

b) Bei welchem Bohrdurchmesser d” hat der ausgebohrte Zylinder das gleiche Volumen wie die ausgebohrte
Halbkugel ? (2)

c) Berechne die Oberflache des Werkstlickes (8)

d) Bei welchem Bohrdurchmesser d’ hat der ausgebohrte Zylinder die gleiche Mantelfliche wie die ausgebohrte
Halbkugel ? (2)

Ldsung
Man rechnet zweckmaRiger mit den Radien R = % D=6cm, r= %d =25cmundr’ = %d’ =2 cm.

a) Der Kegelstumpf entsteht aus einem groBen Kegel mit der Héhe H = 12 cm und dem Radius R =5 ¢cm durch
Entfernen eines kleinen Kegels mit der Héhe h = 6 cm und dem Radius r = 2,5 cm.
1

Der groRe Kegel hat das Volumen Vi = 3 7R?H = 100 7 cm® )
Der kleine Kegel hat das Volumen V, = %nrzh =12,5ncm’ 1)
Der Kegelstumpf hat das Volumen Vs = Vi =V = 87,5 1 cm®. Q



Die ausgebohrte Halbkugel hat das Volumen Vi = %nr’S =5 % mem’ Q)

Der ausgebohrte Zylinder hat das Volumen V; = nir’%h, = 12 7 cm®. (1)
Das Werkstiick hat also das Volumen Vs —Vuk —Vz = 67% T em’. 1)

2 2 2
b) Vik=V; & Enr’3 =nr'*h, & 3 = (5 -r) < gr’ =51 er=3cm=>d=6cm 2

c) Der Kegelstumpf entsteht aus einem groRen Kegel mit der Héhe H = 12 cm und dem Radius R =5 cm durch
Entfernen eines kleinen Kegels mit der Héhe h = 6 cm und dem Radius r = 2,5 cm.

Der grolie Kegel hat die Seitenhdhe S = x}HZ +R? =13cm Q)
Der groRe Kegel hat die Mantelflache My = nRS = 65  cm? 1)
Der kleine Kegel hat die Seitenh6he s = % S und die Mantelfldche My = mirs = 16,25 1 cm? Q)
Der Kegelstumpf hat die Mantelflache Mys = Mk —M = 48,75 © cm?. Q)
Die ausgebohrte Halbkugel hat die Oberfldche Oy = 2ar’? = 8  cm? (1)
Der ausgebohrte Zylinder hat die Mantelflache Mz = 2zur>h, = 12 © cm?. Q)
Die Grundfliche ist G = nR® —ur’? = 21 1 cm? 1)
Das Werkstiick hat also die Oberflache O = Mys + Ok + Mz + G = 89,751 cm?. @
d) Ok =Mz & 2’ =nr’h, =2mr’(5 1) © ' =51 < r=2,5cm =d’ =5 cm. 2



