2.10. Korperberechnungen

2.10.1. Quader und Prismen

‘ Satz: Ein Quader mit Seitenlangen a, b, ¢ hat ddslumen V = ab-c und dieOberflache O = 2(ab + bc + ac) ‘

Beweis:
Fur natirliche a, b, ¢ durch Ausfiillen des Quadatd/Nurfeln der Kantenlange 1 LE, fir rationalébac durch
Ubergang zu kleineren Langeneinheiten, fiir regll® @ durch Naherung mit rationalen a, b, c.

Ubungen: Aufgaben zu Kérperberechnungen Nr. 1

Definition:

Ein Prisma ist ein Korper, der durch ParallelverschiebungeivieleckigenGrundflache im Raum entsteht.
Der Mantel besteht daher auRarallelogrammen Der Abstand der beiden Grundflachen ist Highe des
Prismas. BesenkrechtenPrismen stehen die Grundflachen senkrecht tber@amabeischiefenPrismen sind

sie versetzt. Fur die Darstellung arallelprojektion (siehe 2.3. Korper) zeichnet man zunachst das
einhiillende Quaderund entfernt dann die tiberstehenden Kanten (gneshmein = ségen):

Satz: Ein Prisma mit der Grundflache G und der Hohe h hatdakimen V = Gh.

Beweis

1. Schritt:
Gerade Prismen mit dreieckiger Grundflache.
Man betrachtet das Prisma als halben Quader mit

V= 1 abc= (1 ab)c = Gh.
2 2

2. Schritt:
Gerade Prismen mit n-eckiger Grundflache T

Man zerlegt das Prisma in dreiseitige Prismen mit e
dreieckigen Grundflachen,3G,, ... G, und erhalt
V =G;h + Gh +...+ Gh = (G, + G, +...+ G)h = Gh.

3. Schritt:

Schiefe Prismen (Prinzip von Cavalieri)

Man zerschneidet das Prisma parallel zur Grundflache
in beliebig viele Querschnittsflachen und verschiebt
diese parallel zueinander, bis man wieder ein gerades
Prisma erhalt. Das Volumen bleibt dabei unveréndert:

V =Gh

Satz: Ein Prisma mit der Mantelflache M und der Grundflache O hat@erflache O = 2G + M

Ubungen: Aufgaben zu Kérperberechnungen Nr. 2 und 3



2.10.2. Pyramiden

Satz: EinePyramide mit der Grundflache G und der Hohe h hat\dakimen 'V = %E(B[h.

Beweis:
1. Schritt:
Pyramiden mit dreieckiger Grundflache
Eine Pyramide mit dreieckiger Grundflache lassh sic
durch zwei weiter gleich grol3e Pyramiden zu einem
Prisma mit gleicher Grundflache und Héhe erganzen:
V=V, daG=ABD=DBE=Gundh=BC=h.
V,=V; da G =BCE =ECF=Gund h =DE = h,

1 1
= Vl V2 V3 3VPr|sma 3 [GIA.
2. Schritt:
Pyramiden mit n-eckiger Grundflache
Durch Zerteilung in n — 1 Pyramiden mit dreieckiger
Grundflachen und gleicher Hohg,&,, ... G,-;, erhalt
man

1 1 1
V ==Gh+=Gh+..+=G,_\h
3 1 3 2 3 n-1!
:é (GL+ Gyt * Goh
= EG'h.
3
3. Schritt:

Schiefe Pyramiden
Nach dem Prinzip von Cavalieri haben zwei Pyramiden
mit gleicher Grundflache und gleicher H6he dascijei

Volumen V :%G-h.

Satz: Eine Pyramide mit der Grundflache G und der Mantelflache M hat@berflaiche O = G + M.

Ubungen: Aufgaben zu Kérperberechnungen Nr. 4 - 7

2.10.3. Zylinder

‘ Satz: Ein Zylinder mit dem Radius r und der Héhe h hat Watumen V = Gh =z-r*h.

Beweis:

Die kreisformige Grundflache G eines Zylinddésst
sich durch n-eckige Flachen ,Gbeliebig genau
annahern: G— G fir n — . Das Volumen V des
Zylinders mit der Grundflache G und der Hbhe htlass
sich durch entsprechend®rismen mit n-eckiger
Grundflache Gund gleicher Héhe h annahern: Fin
oo gilt einerseits Y — V und andererseits \= G;-h —
G-h. Da die Abweichung einerseits zwischepund V
und andererseits zwischen, ¥ G,h und Gh beliebig
klein wird, muss V = @h sein

Satz: Ein Zylinder mit dem Radius r und der Héhe h hat @ieerflache O = 2G + M = 2r? + 2trh = 2ur(r+h). ‘

Ubungen: Aufgaben zu Kérperberechnungen Nr. 8 — 10




2.10.4. Kegel

Satz: Ein Kegel mit Radius r und H6he h hat ddslumen V = %[(B-h = 1 wréh.

w

Beweis:

Kegel lassen sich durclPyramiden mit n-eckiger
Grundflache und gleicher Ho6he beliebig genau
anndhern. Die Argumentation verlauft genauso wie be
der Ubertragung der Volumenformel von Prismen auf
Zylinder.

Satz: Ein Kegel mit Radius r und Mantellange s hat Mantelflache M = zrs und dieOberflache O =zr(r + s) \

Beweis:

Wenn man den Mantel eines Kegels mit Radius r und u=2rs
Seitenhhe s abwickelt, erhdlt man einen
Kreisausschnitt mit Radius s und Bogenlange b &2

Sein Flacheninhalt ist M b &2 = L = nrs.. Die
u s

Oberflache des Kegels ist dann O = G + Mr&+ ars =
ar(r + s).

Ubungen: Aufgaben zu Kérperberechnungen Nr. 11 - 13

2.10.5. Kugeln

Satz: EineKugel mit Radius r hat dagolumen V = %-n-r3 und dieOberflache O = 4n-r2.

Beweis:
Schneidet man eindalbkugel in der Héhe h, so erhalt
man einen Kreis mit Flacheninhalt A n-r* — n-h2.

Bohrt man aus eineylinder mit Radius r und Hohe r /\
einen Kegel mit gleichem Radius und gleicher Hohe /- h h
heraus und schneidet ihn in der Hohe h, so erhalt maf( r h \ h
einen Kreisring mit dem gleichen Flacheninhalt. INac o
dem Satz vonCavalieri hat die Halbkugel also das r
gleiche Volumen wie der ausgebohrte Zylinder: Kreis: Kreisting:
1 2 2 _2_ =2 — 2
VA =y Y% —rr2r — 5 rer = 3 o Xh ;irlzhz An=mr’-mh
=’ - nh?

:>VO =2¥ :%-n-ra.

Fir die Berechnung dedberflache fillt man die Kugel mit
beliebig vielenPyramiden der Héhe r. lIhre Grundflachen
bilden ndherungsweise die Oberflache der Kugel:

O=G +G+..+G,
lhre  Volumina addieren sich ndherungsweise zum
Kugelvolumen:

V :V1+V2+ +Vn

2= toms tome.+ Lam
3 3 3 3
4r?= G+ G+ ... + G

=~ 0.
Da dieAbweichung fiir n — « beliebig klein wird, muss die Formeixakt gelten: O = 4r?.

Ubungen: Aufgaben zu Kérperberechnungen Nr. 14 - 16



