4.2. Quadratische Funktionen

Definition: Normalform der Parabelgleichung
Eine Funktion mit der Gleichung f(x) = ax? + bx + ¢ mit Formfaktor a # 0 und beliebigen Koeffizienten b bzw. ¢ heilt
quadratische Funktion oder ganzrationale Funktion 2. Grades in Normalform. Ihr Graph ist eine Parabel.

4.2.1. Stauchung und Streckung von Parabeln
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Stauchung und Streckung mit dem Formfaktor a
Ein positiver Formfaktor {a l} bewirkt eine {Stmkung} der nach gedffneten Parabel.
a 1 Stauchung

Ein negativer Formfaktor a bewirkt eine Offnung der Parabel nach

4.2.4. Verschiebung von Parabeln

a) Trage die y-Werte der Parabel y = f%xz in die 2. Spalte der Wertetabelle ein und zeichne die Parabel rechts ein..
b) Verschiebe die Parabel um y, = 2 Einheiten nach oben und trage die passenden y-Werte in die 3. Spalte der Wertetabelle
ein. Trage zum Schluss die Funktionsgleichung der in y-Richtung verschobenen Parabel ein.
c) Verschiebe die Parabel um X, = 3 Einheiten nach rechts und trage die passenden y-Werte in die 4. Spalte der Wertetabelle
ein. Trage zum Schluss die Funktionsgleichung der in x-Richtung verschobenen Parabel ein.
d) Verschiebe die Parabel um x, = 3 Einheiten nach rechts sowie um y, = 2 Einheiten nach oben und trage die passenden y-
Werte in die 5. Spalte der Wertetabelle ein. Formuliere die Funktionsgleichung verschobenen Parabel.
e) Vervollstandige die darunter stehende Regel zur Verschiebung von Graphen
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Verschiebung
Man verschiebt die Parabel y = ax? um y, in y-Richtung, indem man y durch ersetzt.

Die Parabel bleibt stehen und das wird um __in Gegenrichtung verschoben.

Man verschiebt die Parabel y = ax? um X in x-Richtung, indem man x durch ersetzt.

Die Parabel bleibt stehen und das wird um __in Gegenrichtung verschoben.

Die verschobene Parabel hat dann die Gleichung = bzw.y =

Beispiele fur eine Verschiebung in y-Richtung:

a) Man verschiebt die Parabel y = —%xz um yo = +2 nach oben, indem man y durch ersetzt:
Aus y=—%x2wird =—%x2<:>y:

b) Man verschiebt die Parabel y = 2x* um y; = +5 nach oben, indem man y durch ersetzt:

Aus y = 2x? wird =’ e y=

Beispiel fur eine Verschiebung in x-Richtung
a) Man verschiebt die Parabel y = —%xz um Xo = +3 nach rechts, indem man x durch

ersetzt:

Ausy= —%xz wirdy =
b) Man verschiebt die Parabel y = %xz um Xo = +4 nach rechts, indem man x durch ersetzt:

Ausy = = x> wirdy =

Wl

Verschiebung in x- und y-Richtung
Man verschiebt den Graphen y = f(x) um +x, in x-Richtung und um + y, in y-Richtung, indem man x
durch und y durch ersetzt:

Das Koordinatensystem wird um —xg bzw. —yp in die Gegenrichtung verschoben.

Aus y = f(x) wird =1f( ). @ y=1f( )

4.2.3. Die Scheitelpunktform der Parabelgleichung

Scheitelpunktform der Parabelgleichung
Eine Funktionsgleichung der Gestalt y — yo = a(x — Xo)° bzw. y = heifit
Scheitelpunktform der Parabelgleichung mit Scheitelpunkt S(__| ) und Formfaktor ___.




Beispiele fur Verschiebungen in x- und y-Richtung
a) Man verschiebt die Parabel y = —%xz um Xo = + 2 nach oben und y, = +3 nach rechts, indem man y
durch und x durch ersetzt:

Aus y =2 wird = Y ey=—1( %

b) Man verschiebt die Parabel y = %xz um Xo = —2 nach unten und yo = —3 nach links, indem man y

durch und x durch ersetzt:

Ausy = %xzwird = )2©y=%( )’

NG

4.2.4. Scheitelpunktbestimmung durch quadratische Erganzung

Beispiel 1: Gesucht ist der Scheitelpunkt von

y =x*-2x+5 | + _ (Quadratische Ergénzung)

y =x?-2x+_— __+5 | __. binomische Formel und zusammenfassen
2
y = x—_) + __

Der Scheitelpunkt ist also S(__| )

Beispiel 2: Gesucht ist der Scheitelpunkt von

y =12x°+24x + ausklammern
12X% +24x + 9 | 12 auskl
y =12 | £ (Quadratische Erganzung)
y =12 | __. binomische Formel und zusammenfassen
y = ckige Klammer aufldsen
12 | Eckige KI fl
y =

Der Scheitelpunkt ist also S(__|_)




4.2.5. Nullstellenbestimmung mit der p-g-Formel

Satz:

2
Die Nullstellen von y = x* + px + q liegen bei X1, = —g + B] _q,

2
2
wenn die Diskriminante [g] —q=0ist.
Beweis:
y = 0 setzen und mit Erganzung nach x auflésen:
0 =x’+px+q | £ (quadratische Erganzung)
0 =x%+2- X+ - +( | binomische Formel
NS /
g
p)’ pY’
= = — |2l + + —
0 [x+ 2] [2 q |
2
< v
2
— p
= X110 + =
> |
= X1/2, C]Ed!
Beispiel 1:
Bestimme die Nullstellen von y = x* — 8x + 5
Ldsung:
2
=P 4 [P _
X1/2 5 = 2] q

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 9 a) - g)




Beispiel 2:

Bestimme die Nullstellen von'y = %xz -2x+1

Lésung: Steigungsfaktor ausklammern und p-g-Formel anwenden:

0 = %xz —-2x+1 | Steigungsfaktor ausklammern
0 = l |
2
0 = | p-g-Formel
p, [P
= — __ + _ —
X1/2 > - 2] q

4.2.6. Nullstellenbestimmung durch Faktorisieren mit dem Satz von Vieta

Satz von Vieta:

Die quadratische Funktion

f(x) = x>+ (u+ V)X +uv
=xturixtv)

hat die Nullstellen X; = —u und x, = —v.

Beispiel:

Bestimme die Nullstellen von f(x) = x* + 5x + 6

Losung:

5= + und6=_- =>u=__undv=__

=>f(X) = (x+ _)(x +_) hat die Nullstellen x; =

und X, =




4.2.1. Streckung und Stauchung von Parabeln

4.2. Quadratische Funktionen

Beispiele:
x | L] e |2¢|-Le

2 2
-2 2 4 8 -2
a | X 1
2 2
1 1 1 1 21
2| 8 | 4 |2] 8

0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 | 8 | 42| 38
1 1 1 2 | - L
2 2
2 2 4 8 -2

IS

w

N

[REN

A

| Stauchung und Streckung von Schaubildern

a>1
Multiplikation mit positiven{a - 1}bewirkt{

Streckung
Stauchung

Multiplikation mit negativen a bewirkt eine Offnung der Parabel nach unten.

} in y-Richtung der nach oben gedffneten Parabel.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 1

4.2.2. Verschiebung von Parabeln

Beispiele:
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Verschiebung in y-Richtung

Man verschiebt das Schaubild um +y, in y-Richtung, indem man y durch y — y, ersetzt.
Das Koordinatensystem wird um —yy in die Gegenrichtung verschoben.

Ausy =f(x) wirdy —yo =f(X) © y =f(X) + Yo.

Beispiel:

Aus y=*%xzwirdy*2=*%xz<:>y=*—X2+2.

Man verschiebt die Parabel y = —%xz um +2 nach oben, indem man y durch y — 2 ersetzt:




Verschiebung in x-Richtung

Man verschiebt das Schaubild y = f(x) um +x, in x-Richtung, indem man x durch x — x, ersetzt:
Das Koordinatensystem wird um —x, in die Gegenrichtung verschoben.

Aus y = f(x) wird y = f(X — Xg).

Beispiel:

Man verschiebt die Parabel y = —%xz um +3 nach rechts, indem man x durch x — 3 ersetzt:

Ausy:—%xzwirdy:—% (x—3)>

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 3

4.2.3. Die Scheitelpunktform der Parabelgleichung

Verschiebung in x- und y-Richtung

Man verschiebt das Schaubild y = f(x) um +x, in x-Richtung und um + y, in y-Richtung, indem man x durch x — xo und y
durch y —y, ersetzt:

Das Koordinatensystem wird um —xq bzw. —yq in die Gegenrichtung verschoben.

Aus y = f(x) wird y — yo = f(x — X0). © y=1{(X — X0) + Yo.

Beispiel:
Man verschiebt die Parabel y = —%xz um + 2 nach oben und +3 nach rechts, indem man y durch y — 2 und x durch x — 3
ersetzt:

Ausy=—%x2wirdy—2=—% (x—3)2©y=—% (x—3)%+2

Scheitelpunktform der Parabelgleichung
Eine Funktionsgleichung der Gestalt y — yo = a((x — Xo)* bzw. y = a«(x — Xo)*> + Yo heiRt Scheitelpunktform der
Parabelgleichung. S(Xqlyo) ist der Scheitelpunkt der Parabel. Der Koeffizient a hei3t auch Steigungsfaktor.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 4 - 6

4.2.4. Scheitelpunktbestimmung durch quadratische Erganzung

Beispiel: Gesucht ist der Scheitelpunkt von

y =x*—2x+5 | + 1 (Quadratische Erganzung)
y = X2—2x+1—-1+5 | 2. binomische Formel und zusammenfassen

y= (x-17° + 4
Der Scheitelpunkt ist also S(1|4)

Ubungen Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 7 a) - g)

Beispiel: Gesucht ist der Scheitelpunkt von

y =12x% +24x +9 | 12 ausklammern

y = 12[x* + 2x + %] | +1 (Quadratische Erganzung)

y 12X +2x+1-1+ %] | 1. binomische Formel und zusammenfassen
y =12[ (x+1)? - %] | Eckige Klammer auflésen

y =12(x+1)*-3
Der Scheitelpunkt ist also S(—1]-3)

Ubungen Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 7 h) - r)




4.2.5. Nullstellenbestimmung mit der p-g-Formel

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 8

2
Satz: Die Nullstellen von y = x* + px + q liegen bei x, = —g + [g] —(q , wenn die Diskriminante [g

Beweis: y = 0 setzen und mit quadratischer Erganzung nach x auflésen

2
] —q=0ist.

2
0 =x?+px+q Ii[g] (quadratische Ergénzung)
2 2
0 :x2+2-(2j X +[B] - [B] +q | binomische Formel
2 2 2
-
p)’ pY’ pY’
0 = X+ — — | = + + | — —
[ +2] [2] o [2] ;
p)’ pY
—_ — = X —_
[2] ; [ +2] o
pY p p
t [E] —q =Xt o |*E
p, [p)
=z /1= —q = X,
5 [2] q 172
Beispiel 1:
Bestimme die Nullstellen von y = x* — 8x + 5
Losung:
2
P p
X ===z ||=| -
12 5 [2] q
2
:—__8 + ;8 _5
2 2
=4+.11.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 9 a) - g)
Beispiel 2:
Bestimme die Nullstellen von'y = % xX2—2x+1

Losung: Steigungsfaktor ausklammern und p-g-Formel anwenden:

0= %xzf 2x+1 | Steigungsfaktor ausklammern
1.2
0 =E(X —4x+2) |2
0 =x?—4x+2 | p-g-Formel
2
p P
Xyp =—— = JI=| —
12 > [2] q
2
=-_" + _—4 -2
2 2
=2+.2

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 9 h) - r)




4.2.6. Nullstellenbestimmung durch Faktorisieren mit dem Satz von Vieta

Einfhrung: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 10

Satz von Vieta:

Die quadratische Funktion f(x) = x* + (U + V)X + u-v = (x + u)«(x + v) hat die Nullstellen X; = —u und X, = —v.

Beispiel:
Bestimme die Nullstellen von f(x) = x* + 5x + 6

Losung:
5=2+3und6=23=>u=2undv=3
=f(x) = (x + 2)(x + 3) mit den Nullstellen x; = -2 und x, = 3.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 11

4.2.7. Quadratische Ungleichungen

Beispiel
Bestimme die Lésungsmenge der Ungleichung x* — 2x — 3 < 0.

Ldsung:
Ldsen der entsprechenden Gleichung mit p-g-Formel oder Vieta:

XX=2x—-3=(x+1)(x—3)=0= Xy, =1%2

Die Nullstellen der Parabel bedeuten einen Vorzeichenwechsel und
legen daher die Grenzen der Lésungsmenge fest.

Um zu entscheiden, ob die Lésungsmenge innerhalb oder auRerhalb
dieser Grenzen liegt, betrachtet man die Offnung der Parabel.

In diesem Fall ist sie nach oben gedffnet, so dass die gesuchten
negativen Werte zwischen den Nullstellen liegen

= L=[-1;3]

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 12

Ubersicht zu quadratischen Funktionen

Produktform Normalform

Satz von Vieta quadrat. Erganzung

<

£(x) = alx + + > f(x) = ax’ + bx + c¢
() = alx lu)(x V) Ausmultiplizieren ) Xl X

Nullstellen Dehnung/Offnung a
X1 =-u Achsenschnittpunkte
Xy ==V P(0lc) und P(xy,,|0)

\ mit p'q-FOrmel

Schaubild

Ausmultiplizieren

Scheitelpunktform
f(x) = a(x — x0)’ + Yo

l

Dehnung/Offnung a
Scheitelpunkt S(XoYo)




4.2.8. Ortskurven
Beispiel
Gegeben sei eine Schar von Parabeln durch die Gleichung: fi(x) = x* — 2tx + %tz mitt € R.

a) Skizziere die Schaubilder von f; fur t € {0; £1; £2} in ein gemeinsames Koordinatensystem
b) Bestimme die Koordinaten des Scheitels in Abhéngigkeit vom Parameter t.

c) Wie lautet die Funktionsgleichung der Ortskurve, auf dem die Scheitel aller Parabeln fir beliebige t € R liegen?

d) Bestimme t so, dass das Schaubild von f; durch den Punkt P(0|8) verlauft.
Losung:

©
<

a) Skizze: \ \ \

b) f(x) :x2—2tx+§t2 \ \ \ \

~

»

=(x—t)2+%t2 \\ \ \

an

=

1, ..
= S(t| =t) firt € R.
(|2 ) \\

¢) Die Koordinaten des Scheitelpunktes sind x =t und y = %tz. \

Durch Einsetzen von x =t kann man t eliminieren und erhalt

l‘%
~—

die Ortskurve y = %xz.

3 N\

d) f(0)=8 < Et2:8<:>t1,2:ii3

V3 5 4 3 2 4 [

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 13

>

4.2.9. Bestimmung von gemeinsamen Punkten

Beispiel: Bestimme die Schnittpunkte von f(x) = —x? + 2 und g(x) = 3x* — 4x — 6

Ldsung:
f(x) = g(x) |Gleichsetzen
x*+2 = 3x*—4x—6 | +x*—-2
0 =4x*-4x-8 | Offnungsfaktor ausklammern
0 =4(-x-2) |Nullstellenbestimmung mit p-q-Formel oder Vieta
0 =4(x—-2)(x+1)
= X, = -1mitf(-1)=g(-1)=1und |Einsetzen der Schnittstellen x; und X,
X, = 2mitf(2)=9g(2)=-2

= Schnittpunkte S;(2]-2) und Sy(—1|1)
Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 14

Beispiel fur gemeinsame Punkte bei Kurvenscharen

Welche Bedingung muss fiir t gelten, damit die Gerade
gt(x) = 2x + t die Parabel f(x) = x* + 4x + 2
a) schneidet

b) beruhrt
c) passiert?

Losung: \

Gleichsetzen f(x) = g«(X) ergibt die Lésungen a B D 4

- f
Xip=—1% \/t—l , fallst>1, also 4
a) 2 Schnittpunkte (Sekante) beit>1
b) 1 Beriihrungspunkt (Tangente) beit=1 2
c) keine Beriihrung beit< 1.

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 15

10



4.2.10. Bestimmung von Funktionsgleichungen

Beispiel fur drei gegebene Punkte
Bestimme die Gleichung der Parabel, die durch die Punkte P,(—1|-3), P,(—2|—24) und P5(2|24) verlauft.

Losung:

Durch Einsetzen der drei Punkte in die Normalform y = ax? + bx + ¢ erhélt man drei lineare Gleichungen fiir die drei zu
bestimmenden Koeffizienten a, b und c. Das LGS wird mit dem Diagonalverfahren geldst (siehe 1.4.4.):

Py(—1]-3)
P,(2]24)
Pa(—2[-24):

-3
24

za(-1)? +a(-1) +c

=a-2?

+a2

+C

24 =a(-2)* +a(-2) +c

a
4a
4a +

a -

b
2b
2b

b
2b
6b

+
+
+

c
c
c

c
3c
3c

c

3c
6C

c

-3
—24
24

-3
-12
36

-3
-12
72

—-15
24
12

-3
12
12

vereinfachen und Ergebnisse auf die rechte Seite schreiben

|
0y +~<—4))
;
9y,

:2)+ (~6) ) '
12 D+

Lésung: f(x) = —3x? + 12x + 12. Probe: durch Einsetzen der Punkte

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 16

Beispiel fur zwei gegebene Punkte, von denen einer der Scheitelpunkt ist
Bestimme die Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt S(4|3), die auRerdem durch P(2|5) verlduft.

Losung:

Die Koordinaten des Scheitelpunktes S(4|3) setzt man direkt in die Scheitelpunktform ein f(x) = a(x — 4)*> + 3. Den

Steigungsfaktor a bestimmt man anschlieRend durch Einsetzen des zweiten Punktes P(2|5):

f2) =5
a2-4)*+3 =5
a4+3 =5

1

a = —

2

| -3;:4

Die gesuchte Funktion ist also f(x) = % (x—4)°+3= % X2 —4x + 11

Ubungen: Aufgaben zu quadratischen Funktionen Nr. 17 - 20
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