4.6. Aufgaben zu rationalen Funktionen

Aufgabe 1: Rationale Funktionen

Formuliere jeweils ein Beispiel fir eine

a) ganzrationale Funktion 0. Grades

b) ganzrationale Funktion 1. Grades

c) ganzrationale Funktion 5. Grades

d) rationale Funktion mit Nennergrad 2

e) gebrochenrationale Funktion mit Z&hlergrad 1

f) echt gebrochenrationale Funktion mit Z&hlergrad 2

Aufgabe 2: Asymptoten und Grenzwerte
Untersuche die folgenden Funktionen auf Asymptoten und Grenzwerte:;

a) f(x) = L d) f(x) = > t2 g9) f(x)=2" 1) f(x) = loga(x)
x-1 (x+2)

b) fx)= —— +3 e) f(x)= - -1 h) f(x)=2"* K) f(x) = loga(—x)
X+4 (x—4)

0 fx)= —— —2 ) f(x)=— ~+1 ) fx)= 2% ) f(x) = logy(x)
x+1 (x+1)

Aufgabe 3: Nullstellen im Nenner
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte, Asymptoten sowie Vorzeichenwechsel
und skizziere ihren Verlauf.

2 f0) = 2;2 b) 100= sz ) 100= —— +411x+4 d) f(x) = X21+1

Aufgabe 4: Nullstellen im Z&hler
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte, Asymptoten sowie Vorzeichenwechsel
und skizziere ihren Verlauf.
x+1 X X—4 X2
2

2 T = x> —4 D) 19 = m 0 1= X°+2 d) 9= x3 1

Aufgabe 5: Nullstellen im Zéhler und im Nenner
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte, Asymptoten, hebbare Liicken sowie
Vorzeichenwechsel und skizziere ihren Verlauf.
X +1 X x—1 x? -1

b) f{X)= 7———— © fQ=—F—F—— d) =

a) f(x)=
x3 —4x? + 4x X3 —x% +x—1 x3—1

x? -1

Aufgabe 6: Polynomdivision mit Rest
Spalte die gebrochenrationale Funktion f auf in einen ganzrationalen Hauptteil und einen echt gebrochenrationalen Rest:

3 2 5 4 2
X®+6X°+11X +6 —X>+7X"—X“+8
a) f(x)= e) f(x)= 3 o2
Xx—1 X°+x°+1
4 3 2 4 2
XT—2X°—X°—x+8 6X" +5x° -7
b) f(x) = f) f(x)= —_—
X+2 x> -2
2x* 4+ 6x% 4+ 2x% 4-5x ax* +2x% —8x% +x—5
c) f(x) = g9) f(x)= >
4x 44 2x° -3
5 4 3 2 4 3 2
X2 —X" X" —X"+x-1 4X" +2X° —8X° +X -5
d) f(x) = > h) f(x) = 3
xX“+1 X



Aufgabe 7: waagrechte Asymptoten
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte, hebbare Liicken sowie Asymptoten und
skizziere ihren Verlauf mit allen Asymptoten:

2X —4 b) f(x) = 4—

X X2 4+ 4x+4
X+3 x+1

2
X —4X+2
9 (0= =

d) () = 2
—4x+4 X% +4x+3

a) f(x)=

Aufgabe 8: schiefe Asymptoten
Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte, hebbare Liicken sowie Asymptoten und
skizziere ihren Verlauf mit allen Asymptoten:

2 2 2 5y 3 9y2
X° +1 0) f(x) = X ; 2X—3 d) f(x) = X° —2X° +X
X

X
b) f(x) =
-2 X2 +2x+1

2 1= 23 X+2

Aufgabe 9: Naherungskurven

Untersuche die folgenden Funktionen auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte, hebbare Licken sowie
Né&herungskurven und skizziere ihren Verlauf mit allen Asymptoten und Naherungskurven:

x*+1 —x* +4 x* —3x% —4 x* —5x% 44

™ b) f(x) = ™ ¢) f(x) = ~ d) f(x) = 7

a) f(x) =

Aufgabe 10: Funktionenscharen
Untersuche die folgenden Funktionen in Abhéngigkeit von t € R auf Definitionsbereich, Achsenschnittpunkte sowie
Asymptoten und skizziere ihren Verlauf firt € {-2; 0; 2}.

1 1 X2 £ 2tx +t2
a) fi(x)= — ) fi(x) = — e) fi(})= ————
X —t x2 —t tx —t
X —t X+t x? —t2 11
b) fi(x)= — d) )= —F—— f) fix)= ———
X X® —2tx 4+t x—t

Aufgabe 11: Bestimmung von Funktionsgleichungen

Gib die Gleichung einer mdoglichst einfachen rationalen Funktion an, deren Schaubild:

a) eine Nullstelle bei x = 1 und eine senkrechte Asymptote mit VVorzeichenwechsel bei x = 3 besitzt

b) eine Nullstelle bei x = 1 und eine senkrechte Asymptote ohne Vorzeichenwechsel bei x = 3 besitzt

c) eine Nullstelle bei x = 0 und zwei senkrechte Asymptoten mit VVorzeichenwechsel bei x = —1 und x = 1 besitzt

d) die x-Achse bei x = —1 und die y-Achse bei y = 1 schneidet sowie eine senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel
bei x = —4 besitzt.

e) eine waagrechte Asymptote bei y = 2, eine senkrechte Asymptote mit Vorzeichenwechsel bei x = 1 und eine Nullstelle
bei x = -5 besitzt

f) eine schiefe Asymptote mit der Gleichung y = x + 1 und eine senkrechte Asymptote mit VVorzeichenwechsel bei x = -2
besitzt

g) eine schiefe Asymptote mit der Gleichung y = 3 X + 1, eine senkrechte Asymptote mit VVorzeichenwechsel bei x = 1

und eine Nullstelle bei x = 3 besitzt.
h) eine Naherungskurve mit der Gleichung y = x* — 1 und zwei senkrechte Asymptoten ohne Vorzeichenwechsel bei x =
—1 und x = 1 besitzt

Aufgabe 12: Symmetrie
Untersuche das Schaubild mit Hilfe des GTR auf Symmetrie und belege deine Vermutung rechnerisch:

D =0 e -3 e ) 100= o 2 ™19 = 7

b) f(x) = szil f) f(x)=x*—8x+14 P f(x) = —% n) f(x) = 22:2

¢) f(x) = )’?;; 9) f(x):%x3+3x2+9x+7 k) f(x)=—ﬁx+5 0) f(XF%
d) f(x) = szjl h) f(x)=W12H ) fx)= % p) 10 = %



4.6. Losungen zu den Aufgaben zu rationalen Funktionen

Aufgabe 1: Rationale Funktionen

— — 2 J—
Beispiele: a): f(x) = 2; b) f(x) = 3x — 5; ¢) fx) = ~2x° + x5 d) F) = X2 ;) f(x) = — = 1 ) = XX 1
X +2 3x—4 x*+1
Aufgabe 2: Asymptoten und Grenzwerte
a) senkrechte Asymptote bei x = 1 und waagrechte Asymptote bei y = 0: "T f(x)=0
X—100
b) senkrechte Asymptote bei x = —4 und waagrechte Asymptote beiy=3: lim f(x) =3
X— 300
c) senkrechte Asymptote bei x = —1 und waagrechte Asymptote bei y = —2: "T f(x) =—2
X—100
d) senkrechte Asymptote bei x = —2 und waagrechte Asymptote beiy =2: lim f(x) =2
X—=+00
e) senkrechte Asymptote bei x = 4 und waagrechte Asymptote beiy =—-1: lim f(x)=-1
X—=400
f)  senkrechte Asymptote bei x = —1 und waagrechte Asymptote beiy =1: lim f(x)=1
X— =400
g) waagrechte Asymptote beiy =0 nur fir x — —o0:  lim f(x)=0
X——00
h) waagrechte Asymptote beiy =0 nur fir x — +o0: lim f(x)=0
X—+00
i) waagrechte Asymptote beiy =0 firx —» £ oo: lim f(x) =0
X—+00
j) senkrechte Asymptote bei x =0
k) senkrechte Asymptote bei x =0
1) senkrechte Asymptote bei x =0
Aufgabe 3: Nullstellen im Nenner
a) f(x)= 1 = D =R\{-1;2}, Sy(Ol—E), senkrechte A. mit VZW bei x = —1 und 2, waagrechte A. y =0
xX—2)(x+1) 2
1
b) f(x)= - = D = R{%2}, S,(0| —), senkrechte A. mit VZW bei x = +2, waagrechte A.y =0
X=2)(x+2) 4
1
c) f(x)= ( 12)2 = D = R{-2}, S,(0| 2 ), senkrechte Asymptote ohne VZW bei x = —2, waagrechte Asymptote y =0
X+
d) f(x)= x21+1 = D =R, S,(0|1), waagrechte Asymptote y = 0
Aufgabe 4: Nullstellen im Zéhler
1
8) )= — 1 D= RY2}, S,01-=), S(-1]0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW bei x = +2,
(X—2)(x+2) 4
waagrechte Asymptote y = 0
b) f(x)= 3 = D = R\{3}, S,(0|0) mit VZW, senkrechte Asymptote ohne VZW bei x = 3, waagrechte A.y =0
X —
c) f(x)= x2— 42 = D =R, S/(0]-2) mit VZW, S,(4]0) mit VZW, waagrechte Asymptote y =0
X+
2
d) f(x)= X = D =R\{1}; S(0 | 0) ohne VZW, senkrechte A. mit VZW x = 1, waagrechte A.y =0

(X—D(x* +x+1)
Aufgabe 5: Nullstellen im Zahler und im Nenner

1
a) f(x)= . = D = R{*1}, S,(0]-1), hebbare Liicke L(—1|——), senkrechte Asymptote mit VZW bei x = 1,
xX=D(x+12) 2
waagrechte Asymptote y = 0.
1
b) f(x)= ﬁ = D = RY{0; 2}, hebbare Liicke L(0] 2 ), senkrechte A. ohne VZW bei x = 2, waagrechte A. y = 0.
X(X—
_ 1
c) f(x)= o x=1 = D = R\{1}, Sy(0 | 1), hebbare Liicke L(1| =), waagrechte Asymptote y = Ol
(x? +1)(x —1) 2
d) f(x)= (x ’1)2(" ) Lp- R\{1}, S,(0| 1), S«(—1] 0) mit VZW, hebbare Liicke L(1 | g), waagrechte A.y = 0.
X=D(xX"+x+1 3



Aufgabe 6: Polynomdivision mit Rest

— 2_
B) 100 = X+ Tx+18+ e) f(x):—x2+8x—8+w
X X3 4 x? 41
2 —
B) 109 = X* 4+ 7x 1542 f f() = 6x+ X HIXT
X+ 2 3 _2
Loixe 1 ! ! 2 4x —8
c) f(X)= =xX"+X"—=X+—— f(x)=2x"+x—-1+
) 9= 2 Y s 9) f(x) =
— 2 .
d) f(X):xe»,)(Zer2 1 h) f()():4)“_2_'_8X +3x 5
X“+1 X—

Aufgabe 7: waagrechte Asymptoten

a) f(x) = 2(’: 32) —2- 103 = D= R{-3}, sy(0|—% ), S,(210) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW bei x =
—3, waagrechte Asymptote y = 2
b) f(x)= *(X;14) =1+ j—l = D = R\{~1}, S,(0/4), Sx(4]0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW bei x = -1,
X X
waagrechte Asymptotey = -1
_ (x+2? _ 8x _
c) f(x)= =1+ - = D = RY2}, Sy(0 | =1), Sy(—2 | 0) ohne VZW, senkrechte Asymptote ohne VZW
(x—2)2 X* —4x +4

bei x = 2, waagrechte Asymptotey =1
_1\2
d) f(x) = 2(x—-1) —0_ 212x+4
(x+D(x+3) x® +4x +3
mit VZW bei x = —1 und x = —3, waagrechte Asymptote y = 2
Aufgabe 8: schiefe Asymptoten

2

= D = RY{-1; -3}, S,(0| %), S,(1]0) ohne VZW, senkrechte Asymptoten

a) f(x) = X 3 =x+3+ 9 3 = D = RY{3}, S0 | 0) ohne VZW, senkrechte Asymptote mit VZW x = 3, schiefe
X— X —
Asymptotey = x + 3.
_ —(x-)(x+1H _ _ 1 .
by f(x)= —2—— 7 =-—x+2- = D = R\{-2}, Sy(0] =), Sxi(-1/0) und S,,(110) mit VZW, senkrechte
X+2 X+2 2
Asymptote mit VZW bei x = —2, schiefe Asymptote y = —x + 2
— 1 1
c) f(x)= 1xHDx=9) _ —X—- = - _4 = D = R\{1}, S,(0] E), S,1(—1]0) und S,»(3]0) mit VZW, senkrechte
2 x—1 2 2 2X —2 2
1 1
Asymptote mit VZW bei x = 1, schiefe Asymptote y = > X = >

YA
d) f(x) = M:X*‘“k 28)(—+4
(x+1) X5 +2x+1
VZW bei x = -1, schiefe Asymptotey =x — 4
Aufgabe 9: Naherungskurven

= D = R\{-1}, S(0]0), Syx(1 |0) ohne VZW, senkrechte Asymptote ohne

4
a) f(x)= X4—+l = %x3 + 4i = D = R0}, senkrechte Asymptote mit VZW bei x = 0, N&herungskurve y = %xa.
X X
1 (x2+2)-(x2— 1
b) f(x) = Y (X*+2)-(x"~2) =-3 X2 + iz = D = RY{0}, S«(++/2 |0) mit VZW, senkrechte Asymptote mit VZW
X X

1
bei x = 0, Naherungskurve y = -5 X2

0N 1, 4

c) f(x) W 1- 37 = D = RY0}, Sx(+2]0) mit VZW, senkrechte Asymptote ohne VZW bei x

=0, Naherungskurve y = %xz -1

2 2
_ _ 1
d) f(x)= w = =x*-3+ 25 = D = R, S;1p(x1]0) und S,1a(x1]|0) mit VZW, Naherungskurve y =
2(x* +1) 2 x* +1
1 2
=x-3
> X



Aufgabe 10: Funktionenscharen
1

a) fi(x)= v = D = R\{t}mit Sy(OI—%), senkrechter Asymptote mit VZW bei x =t und waagrechter Asymptote y = 0

t
b) filx) =1- ” = D = R\{0}mit S,(t|0) mit VZW, senkrechter Asymptote mit VZW bei x = 0 und waagrechter

Asymptotey =1

1
f(x) =
) T

=>D= [R\{t\/t_} nur firt>0und D = R fiir t < 0 mit Sy(OI—%) nur fiir t = 0, senkrechte

Asymptoten mit VZW bei x = £ Jt nur fiir t > 0 und waagrechter Asymptotey =0 firt € R

X+t
d) fi(x) = S
(x—t)
waagrechter Asymptote y =0
2
e) f(x) = 1 x+9° = lx +3+ at
t x—t t X—t

VZW bei x =t und schiefer Asymptote y = %x +3.

’2 fz
n feg= X _i).—()t(_ - :x+t+i

= D = R\{t}mit S,(0| %), S,(—t|0) mit VZW, senkrechter Asymptote ohne VZW bei x =t und

= D = Rt} mit Sy(0|-1), S«(-t|0) ohne VZW, senkrechter Asymptote mit

= D = R\{{t}mit Sy(OI—%), Sy(\/t? —1 |0) ohne VZW nur fir |t| >

1, senkrechter Asymptote mit VZW bei x =t und schiefer Asymptote y = x +t

Aufgabe 11: Bestimmung von Funktionsgleichungen (Beispiele)

x—1 12 2x+10
a) f(x)= — e) fx)=2+ =
)1 -3 ) 1) x—1 x—1
_ _ 2
D) f(g= 2 = X1 f fpg=x+1+ L= X33
(x—3)%  x*—-6x+9 X+ 2 X+ 2
1 (X — _x?2
c) f(x) = X - _X 0) fx) = ——x+1+ 1 x(x=8) _ —x*+3x
x-D(x+1) x*-1 2 x—1 2(x —1) 2X—2
6 ay4 2
d) ) = 4(x+1) _ 4x+4 h) f(x) = x'— 1 + 1 X =3 3x
x4 ARl (x* —1)? x* —2x? +1

Aufgabe 12: Symmetrie

a) f(—x)="f(x) = Symmetriezux=0

b) f(—x)=—f(x) = Symmetrie zu (0 | 0)

c) f(—x) = f(x) = Symmetrie zux =0

d) f(—x)=—f(x) = Symmetrie zu (0 | 0)

e) f(x+3)=x’+4 = Symmetrie zu x = 3

f) f(x+4)=x"—2 = Symmetrie zu x = 4

g) f(x-3)+2= %xs = Symmetrie zu (-3 | -2)

hy f(x+2)=

- = Symmetrie zu x = 2
27 4 2%

i) f(x+4)= iz +2 = Symmetriezux =4
X

) fx-2)= iz — 1 = Symmetrie zu x = -2
X

K) fx+2)=——>

x?2+1

= Symmetrie zu X = 2
) f(x+2)= X—lz +1 = Symmetrie zu x = 2
m) f(x +3) - 1= ; = Symmetrie zu (3| 1)

n) f(x+1)-3= % = Symmetrie zu (1| 3)

~ = Symmetrie zu (1| 2)

0) f(x+1)—2:i
2X

p) fx+1)-1=

ZX = Symmetrie zu (1| 1)
x -1



