4.7. Prifungsaufgaben zum logistischen Wachstum

Aufgabe 1: Logistisches Wachstum (5)

Die unten stehende Tabelle gibt die Zahl der negesvanderten Waschbéaren in einem abgelegenen Wédge

in Ostdeutschland an.

a) Berechne die Anderungsrate g und die Sattigungzgreh unter der Annahme, dass es sich um ein
logistisches Wachstum handelt.

b) Nach wie vielen Jahren haben die Tiere das Wallstdltstandig besiedelt?

c) Begriinde, warum die Zahl der Tiere zunéachst anné@hexponentiell und spater eher beschrankt wachst.

Jahr 2000 2001 200p
Zahl der Waschbaren 20 3( 44

Losung
a) 30 =20+ eR0(S-20) und 44 = 30 +-§0(S - 30). Durch Gleichsetzen oder Einsetzen erhéalt mans%

und S= 170.

b) B(12) = 169,55> nach 12 Jahren ist die Sattigungsgrenze erreicht.

c) Das Wachstum wird zundchst nur durch die Zahl demtpflanzungsfahigen Tiere bestimmt: Die
Anderungsrate ist proportional zum Bestand. Mitehunender Bevolkerung des Waldgebietes wird das
Wachstum immer mehr durch dien noch zur Verfliguefienden Platz bestimmt: Die Anderungsrate ist
proportional zu den noch nicht besetzten Ressolzenzum Sattigungsmanko.

Aufgabe 2: Logistisches Wachstum (5)

Die unten stehende Tabelle gibt die von einer lrergesetzten Pilzkultur in einer Petrischale loedie Flache

an.

a) Berechne den Flacheninhalt der Petrischale unteAdeahme, dass es sich um ein logistisches Waehstu
handelt.

b) Nach wie vielen Jahren hat der Pilz die Petrischaauf den letzten Quadratmillimeter besiedelt?

¢) Begriinde, warum der Pilz zunachst annahernd exgielemd spater eher beschrankt wachst.

Tag 0] 1 4 5
Besiedelt Flacheincm 1| 1,6| 5,9] 8,5

Losung

a) 1,6 =1+l (S-1)und8,5=5,9 +§,9(S- 5,9). Durch Gleichsetzen oder Einsetzen erhalt gw0,327
und S= 19,46 cm. Die Petrischale hat also eine Flache von 19,46 cm

b) B(16) = 19,459 nach 16 Tagen ist nur noch ein Quadratmillimetei f

c) Das Wachstum wird zunéchst nur durch die Zahl dieeNén bestimmt: Die Anderungsrate ist proportiona
zum Bestand. Mit zunehmender Bevélkerung der Réigie wird das Wachstum immer mehr durch dien
noch zur Verfiigung stehenden Platz bestimmt: Diglefangsrate ist proportional zu den noch nicht
besetzten Ressourcen bzw. zum Sattigungsmanko.

Aufgabe 3: Logistisches Wachstum (5)

Im Jahr 1834 wurden auf einer einsamen Pazifikil®eHasen freigesetzt. Im darauf folgenden Jahdemr

schon 14 gezahlt und im Jahr 1836 waren es 19.

a) Berechne die Anderungsrate g und die Sattigungzgreh unter der Annahme, dass es sich um ein
logistisches Wachstum handelt.

b) Nach wie vielen Jahren haben die Tiere die Insk$témdig besiedelt?

¢) Begriinde, warum die Zahl der Tiere zunéachst annéhexponentiell und spater eher beschrankt wéachst.

Losung
a) 14 =10 + gl0(S- 10) und 19 = 14 +-G4(S - 14). Durch Gleichsetzen oder Einsetzen erhalt man%)

und S~ 47,3.

b) B(10)~ 46,80 und B(11} 47,07= nach 11 Jahren ist die Insel vollstandig besiedelt

c) Das Wachstum wird zundchst nur durch die Zahl dmtpflanzungsfahigen Tiere bestimmt: Die
Anderungsrate ist proportional zum Bestand. Mitehmender Bevolkerung der Insel wird das Wachstum
immer mehr durch dien noch zur Verfiigung steherlatz bestimmt: Die Anderungsrate ist proportianal
den noch nicht besetzten Ressourcen bzw. zum @&gsganko.



Aufgabe 4: Logistisches Wachstum (5)

Im Jahr 1835 wurden auf einer einsamen AtlantikiddeHausschweine freigesetzt. Im darauf folgendaimr

wurden schon 15 gezé&hlt und im Jahr 1837 warefes 2

a) Berechne die Anderungsrate g und die Sattigungzgreh unter der Annahme, dass es sich um ein
logistisches Wachstum handelt.

b) Nach wie vielen Jahren haben die Tiere die Insk$témdig besiedelt?

¢) Begriinde, warum die Zahl der Tiere zunéachst anndhexponentiell und spater eher beschrankt wéachst.

Losung
a) 15=11 + gl1(S- 11) und 20 = 15 +-@5(S - 15). Durch Gleichsetzen oder Einsetzen erhalt tmanl:l)’—2

und S = 59.

b) B(12)~= 58,36 und B(13} 58,64= nach 13 Jahren ist die Insel vollstandig besiedelt

c) Das Wachstum wird zundchst nur durch die Zahl demtpflanzungsfahigen Tiere bestimmt: Die
Anderungsrate ist proportional zum Bestand. Mitehmender Bevolkerung der Insel wird das Wachstum
immer mehr durch dien noch zur Verfiigung steherlatz bestimmt: Die Anderungsrate ist proportianal
den noch nicht besetzten Ressourcen bzw. zum @&gsganko.

Aufgabe 6: Exponentielles und logistisches Wachstuim Vergleich (8)

Im Jahr 1950 betrug die Weltbevdlkerung etwa 2,4llidvden Menschen, im Jahr 1960 waren es etwa 3,03

Milliarden.

a) Berechne die Weltbevélkerungszahl in den Jahre,18980 und 2150 unter der Annahme, dass es sich um
exponentielles Wachstum handelt. (3)

b) In welchem Zeitraum wiirde sich die Bevolkerungszath diesem Modell verdoppeln ? (2)

Tatséchlich hat sich die Weltbevolkerung folgendsien entwickelt:

Jahr 19701980(1990
Bevolkerungszahl in Milliarder8,68 |4,42| 5,30

Fur die Prognose der kiinftigen Entwicklung der Waltilkerung geht man bei der UNO davon aus, dasgles
ab dem Jahr 1980 um logistisches Wachstum handtetimer Sattigungsgrenze von 11,60 Milliarden.

c) Berechne die Bevdlkerungszahl im Jahr 2010 nactedignnahme. (3)

LOsung:

a) Ansatz B(t) = (1 +1—(’;0)t~5(0) mit t in Jahrzehnten nach 1950 und B(0) = 2 und B(1) = 3,03 Mil

= p = 22,7 % pro Jahrzehnt B(t) = 1,2272,47 Mill mit t in Jahrzehnten nach 1950.

B(2) = 1,2273,07 Mill = 3,71 Mill fur 1970 Q)
B(3) = 1,227-3,07 Mill = 4,56 Mill fur 1980 Q)
B(20) = 1,2273,07 Mill = 147,10 Mill fiir 2150 (1)
b) Verdopplungszeit t =IOL2 ~ 3,39 Jahrzehnte = 33,9 Jahre. (2)
log1l,227
c) Ansatz 5,30 = 4,46 +4,42(11,6 — 4,42 k= 0,027 (2)
= B(2) = 6,20 im Jahr 2000 Q)
= B(3) = 7,10 im Jahr 2010 Q)

Aufgabe 7: Exponentielles und logistisches Wachstuim Vergleich (8)

Die untenstehende Tabelle zeigt das Anwachsen der Weltbevolkerdeg letzten Jahrzehnten. Das sehr starke
Wachstum vor allem im 19. und beginnenden 20. Jahrhuhel@rsich gut mit dem Gesetz des exponentiellen
Wachstums beschreiben.

a) Bestimme unter dieser Annahme aus den Angaben fiur die Jalrei®@.970 das Wachstumsgesetz. (1)

b) Wie hoch wiirde demnach die Bevélkerungszahl im Jahr 2010(48in?

c) In welchem Zeitraum wirde sich die Bevolkerungszahl verdof@)

Jahr 19601970{1980 (19902000
Bevolkerungszahl in Milliarder8,07 |3,70| 4,46 5,28 6,0¥




Die Tabelle zeigt, dass die Entwicklung der Weltbevilkerungan letzten beiden Jahrzehnten nicht mehr
exponentiell zunimmt. Prognosen besagen, dass die Wdkbewig langfristig einem logistischen
Wachstumsgesetz mit einer Sattigungsgrenze von 9 Milliardersthen gehorchen wird.

d) Bestétige, dass die Daten der Tabelle von 1980 an ein solchez &&3&tn. (2)

e) Auf welchen Wert wird die Bevdlkerungszahl demnach bis Zalhm 2020 anwachsen? (2)

Losung
Teil 1
a) Ansatz B(t) = (1 +%))t-|3(0) mit t in Jahrzehnten nach 1960 und B(0) = 3,07 Mil B(1) = 3,70 Mil
= p = 20,5 % pro Jahrzehnt (oder p’ = 1,88 % pro JahB(t) = 1,20%3,07 Mill 1)
b) B(5) = 1,205:3,07 Mill = 7,81 Mill 1)
.. log2 _
¢) Verdopplungszeit t Jog 1205 ~ 3,72 Jahrzehnte = 37,2 Jahre. (2)
d) 5,28 =4,46 +14,46(9 — 4,46)=> k=0,04 1)
= B(0) = 4,46, B(1) = 5,28, B(2) = 6,07 (1)
e) B(3) =6,76 und B(4) = 7,37 Milliarden im Jahr 2020 (2)

Aufgabe 8: Logistisches Wachstum bei Schafen und Zjen, die um Futter konkurrieren
Auf einer Insel ohne Raubtiere, die Nahrung fiir 100 Schafe1s® Ziegen bietet, n
werden s(0) = 10 Schafe und z(0) = 4 Ziegen ausgesetzt. ObwbISchafe schneller
vermehren als Ziegen, sind nach einigen Jahren mehr ZiegSclaée auf der Insel 0
vorhanden. Nach genauerer Untersuchung ergaben sich fir die Zéhleter Schafe | 1
und z(n) der Ziegen nach n Monaten die folgenden Zusammggthan 2
3
4
5

s(n) | z(n)

s(n + 1) = s(n) + 0,08(n)(100 — (s(n) + z(n))
z(n + 1) = z(n) + 0,02(n)(160 - (s(n) + z(n))

a) Erklare, durch welche Annahmen sich die beiden Formeln reegtfierlassen und [ 1 50,4| 33,7
gib die Bedeutung der Zahlen an. 15| 52,4] 60,7
b) Berechne s(n) und z(n) fir€On <5 und trage die Werte in die nebenstehende ! !
Tabelle ein. 20| 38,6| 89,5
c) Skizziere den Verlauf der beiden Populationen in einem gemeéms&ohaubild. | 25| 23,0| 116,6
d) Begrinde anhand der Formel und des Schaubildes, ab wanmamaoh die Zahl | 30 11,4|137,2
der Schafe wieder zurtickgeht.

35|5,0 | 1496
401 2,0 | 157,7
45|0,8 | 158,3
50(0,3 | 1594

Losung
a) Der Zuwachs ist proportional zu Anzahl s(n) bzw. z(n) derhandenen Tiere, aber auch zum
Sattigungsmanko 100 - (s(n) + z(n) bzw. 160 - (s(n) +,z¢thh. zu den Futterreserven. Der
Vermehrungsfaktor ist bei den Schafen (k = 0,03) gro3drealden Ziegen (k = 0,02). =
b) Siehe Tabelle. o T10 [ a
¢) (Klar) 1 [126] 5.2
d) Die Schafe erreichen aufgrund ihrer erhohten Anspriiche zlierSiattigungsgrenze. > [157| 6,6

3

4

5

s(n) | z(n)

Da die Ziegenpopulation aber weiter anwéchst, nimmt die Sopalftion im 193] 85
folgenden wieder ab: das Sattigungsmanko 100 - (s(n) wa(hnegativ, sobald s(n) 235] 10,7
+z(n) > 100 28,2| 134
10| 50,4| 33,7
15| 52,4| 60,7
20| 38,6/ 89,5
25| 23,01 116,6
30| 11,4| 137,2
35| 5,0 149,6
40| 2,0 157,7
451 0,8 158,3
50| 0,3 1594




