5.1. Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

5.1.1. Grenzwert einer Funktion fiir x— * o

Beispiel: Aufgaben zu Grenzwerten und StetigkeitLN)
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Definition: Grenzwert einer Funktion fir x — o
Eine Funktion f strebt fir x> — o bzw. x— + « gegen deiGGrenzwert (lat. limes) a, wenn die Funktionswejrte
f(x) fur gentigend kleine bzw. grof3e x beliebig nahalie Zahl a herankommen.
Schreibweise |lim f(x) = a bzw. "T flx) = a.
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Das Schaubild von f besitzt dann firx— « bzw. x— + « einewaagrechte Asymptotey = a.

Beispiel: Aufgaben zu Grenzwerten und StetigkeitLNi)

Der Ausdruck heliebig nahé lasst sich mit Hilfe des aus der Technik bekanriBegriffs derAbweichung
bzw. Fehlertoleranz zwischen Sollwert = Grenzweuhd Istwert = Funktionswert f(x) prazisieren: Fialiebig

kleinee gibt es ein x= — so dass die Abweichurd — f(x)| fur alle x jenseits vonykleiner alse wird:
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Grenzwert einer Funktion fiir x — + o
— +00

— —00

Die Funktion f(x) hat fUr{); }denGrenzwert (Limes) a, wenn fir jedes noch so kleine vorgegehene

> X,

X
0 ein entsprechendesexistiert, so dass fur all%x ]der Abstandf(x) — al <¢ wird.
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Schreibweise lim f(x) =a bzw. lim f(x) =a.
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5.1.2. Grenzwert einer Funktion flr x— Xo

Beispiel: Aufgaben zu Grenzwerten und StetigkeiBNy)

X 4x—=2 _ (x=1)(x+2)

Beispiel 1:f(x) = 1 1
X — X —

hebbare LiickeL(1]3)
(Nennernullstelle, die gleichzeitig Z&hlernullsteibt) y
Die y-Koordinate der hebbaren Licke wurde in 4.6ufch

Einsetzen in distetige Fortsetzungf (X) = x + 2 ermittelt:

1?(1) = 3. Da die stetige Fortsetzung fir allesx1 mit f
Ubereinstimmt, musste sie eigentlich auch fir x =eh 2
passensten Wert liefern.

Diese Uberlegung lasst sich ebenfalls mit Hilfe des
Grenzwertbegriffs prazisieren: Die y-Koordinate lasst sich /
als Grenzwert der y-Werte von f(x) fir gegen 1 strebendes
X betrachten:

vo = limf(x) = lim &ZDXF2) iy o =142 = 3,

X—1 X—1 X — X—1
Die Bedingung »+ 1 ist bei der Grenzwertermittlung erfiillt, da Xiékig nahe an die 1 heranrutscht, die 1 aber
niemals ganz erreicht!

Grenzwert einer Funktion fir x — x ¢
Die Funktion f hat fir x— xo den Grenzwert a, falls die Funktionswerte f(x) beliebig nahe dia Zahl g
herankommen, wenn x gegegléuft. Schreibweise lim f(x) =a.

X—Xq

Beispiel: Aufgaben zu Grenzwerten und Stetigkefgahe 3 b)

X _
Beispiel 2:f(x) = 2 -4
X —_—

An der Stelle x = 2 befindet sich ein X f(x)
hebbare Licke. (Zahlernullstelle und 1 117
gleichzeitig Nennernullstelle) Da mafty 1’5
den Faktor (x — 2) nicht kiirzen kan 1 2’
muss man fir die Berechnung der
Koordinate der hebbaren Licke auf d ,?‘.’9 2,679
Grenzwert zurtickgreifen 1329 2;331’
vo= lim f(x) = 2,772.... 1,9999 2,772
X—2 2 -

. ) 12,0001 2,772
Sein exakter Wert lasst sich n'C“§,001 2.773
feststellen (1) Er lasst sich abkliebig 201 2782
viele Stellen genau bestimmen, inder |2'1 2’871
man den Abstand zwischen x ung 3’ 4’

weiter verringert.

Bemerkung: Der Grenzwert lasst sich mit Hilfe d&renzwertsatzeund derPotenzreihenentwicklungvon 2

An2)" . : : X2
x:In2)” auf dennatirlichen Logarithmus zurUckfuhren:I|m2f(x) =4 I|m2 2 1
X— X— X —

- é(-InZ - Z

n>0 n!
~ 2,77259... Das ist aber nur eine elegante Umfaemuig, die auch keinen exakteren Wert liefert!

=4In2
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5.1.3. Stetigkeit

X

Wird f(x) = 2 - an der Stelle x= 2 durch einen ,unpassenden“ Funktionswert ergama. f (2) = 2,7, so

ergibt sich eindJnstetigkeit. Der Grenzwertlim2 f(x) = Iimzf_(x) =2,772...... existiert in diesem Fall zwar
X— X -

nach wie vor, er stimmt aber nicht mehr mit dempassenden* Funktionsweﬁ(Z) = 2,7 Uberein. Beim
Zeichnen misste man an der Stelle 2 absetzen um einen isolierten Punkt R@7) einzuzeichnen.

Definition: Stetigkeit

Eine Funktion f heil3tstetig an der Stelle x € D falls der Grenzwertlim f(x) existiert und mit dem
X—Xg

Funktionswert f(¥) selbst Ubereinstimmt: lim  f(x) = f(Xo).

X—Xqp
Anschauliche Deutung

Eine Funktion ist stetig auf einem Intervall [a;®]D, falls sich das Schaubild in diesem Beraibine Absetzen
des Stifteszeichnen lasst.
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