5.2. Aufgaben zur Differentialrechnung

Aufgabe 1: Graphisches Differenzieren
Skizziere den Verlauf der Ableitungsfunktion ’(x).
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Aufgabe 2: Differentialquotient
Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente am Schaubild von f an der Stelle x. Vereinfache den Differenzenquotienten
mit der binomischen Formel (a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b® bei d) - f) und mit der 3. binomischen Formel bei a) - ¢) und h) - i)

a) f()=x*firx=1 d) f(x) = %xe’fUrx:Z 9) f(x)= L firx=2
X

b) f(x) = %xszrx:S e) fx)=x*—1firx=-1 h)y f(x) = iz furx=1
X

) f(x)=x?—1 firx=-2 f) fx)=x*-1firx=1 i) f(x)= X firx=4

Aufgabe 3: Differentialquotient

Bestimme die Ableitungsfunktion £’(x) fiir alle x € D mit Hilfe des Differentialgotienten
a) f(x)=x? b) f(x)=x* c) fx)=x* d) f(x)=x" e) f(x)=x72 f) f(x)=x"°

Aufgabe 4: Ableitungsregel fur Potenzfunktionen
Bestimme die Ableitung f'(x) der folgenden Funktionen mit Hilfe der Ableitungsregel fiir Potenzfunktionen.
3
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8) (9 =x* b) f(x)= x? 9 0=vx W= M=% 0 =1
X N

Aufgabe 5: Faktor- und Summenregel

Bestimme die Ableitung ’(x) mit Hilfe des Differentialquotienten.

a) f(x)= %xz b) f(x) = %x3 ¢) fx)=x3+x° d) f(x)=x*—x

Aufgabe 6: Faktor- und Summenregel

Bestimme die Ableitung f'(x) der folgenden Funktionen mit Hilfe der Faktor- und Summenregeln.

a) f(x) =3x ¢) f(x) =3x*— 7x + 54 e) f(x)=3(x+2)°+4 g) f(x)=>5-sin(x)

b) f(x)=3x+4 d) f(x)= %x“— %x3 - %xz +x-10 f) f(x)= % (x—1)> h) f(x) = 2cos(x)— 3sin(x)

Aufgabe 7: Schnittwinkel von Kurven

Der Schnittwinkel zweier Kurven ist definiert als der kleiner der Winkel, den die Tangenten der beiden Kurven im
Schnittpunkt einschlieBen. In welchen Punkten und unter welchem Winkel schneiden sich die Schaubilder von f und g?

a) f(x)=x?+2x +1und g(x) = —x*— x c) fx)=x*+1undg(x)=2x+1

b) f(x) =—2x*+xund g(x) = x> — x° d) f)=x+3x+2x+1undg(x) =x*+x+1

Aufgabe 8: Tangenten mit vorgegebener Steigung

Bestimme alle Punkte (Xq|yo) an denen eine Tangente mit der Steigung a = 2 an die Schaubilder der folgenden Funktionen
angelegt werden kann. Gib die Gleichungen aller méglichen Tangenten an und skizziere das Schaubild.

2) 100 =3 +2x+4 9 0= ix- ooraxi @) =t +1
4 3 2X
1s 4 1
b) f(X)= §X =X —X+§ d) f(x):\/; f) f(X)=—2—1
X



Aufgabe 9: Ableitungsregeln fur trigonometrische Funktionen
Bestimme die Funktionsgleichung der Tangente am Schaubild von f an der Stelle x mit Hilfe der Ableitungsregeln fur die

trigonometrischen Funktionen.
a) f(x) =sin(x), x = % b) f(x) =sin(x), x = % c) f(x) = cos(x), x = % d) f(x) = cos(x), x = %

Aufgabe 10: Tangenten durch vorgegeben Punkte
Bestimme die Gleichungen aller méglichen Tangenten t durch den Punkt P am Schaubild der Funktion f:

a) f(x) =x*durch P(1|-3) d) f(x) = x>— 4x durch P(-1]4)
b) f(x) = x* + 4x + 1 durch P(-3|-6) e) f(x)= x3 + 6x? — 4x — 3 durch P(0|-3)
c) f(x) =x*+ 6x+ 11 durch P(1]2) f) f(x)= x —x% durch P(0]6)

Aufgabe 11: Tangentenprobleme mit Parametern
a) Bestimme die Gleichungen aller mdglichen Tangenten t durch den Punkt P(u|0) mitu € R an f(x) = x°.

b) Fir welche t hat f(x) = —2x® + tx* an der Stelle x = % eine waagrechte Tangente?

1 .
c¢) Fir welche t hat f(x) = §x3 — tx* + 2x keine waagrechte Tangente?

d) Fir welche t steht die Tangente an der Parabel f(x) = tx? im Punkt P(t|f(t)) senkrecht zur Tangente im Punkt Q(—t|f(—t)) ?

Aufgabe 12: Hullkurven von Geradenscharen
Zeige, dass die folgenden Geradenscharen keine gemeinsamen Punkte besitzen. Zeichne die Schaubilder fiir die angegebenen t
in ein gemeinsames Koordinatensystem. Wie lautet die Gleichung der Hullkurve f(x)? Welche Gemeinsamkeiten haben die

Geraden und die Hullkurven in den Punkte P(t|fy(t))? Was ist eine Hillkurve?

a) gX)=2tx—t?mitt € R firt € {+3; +2; +1; 13 , 0}

b) gt(x):—ix+%m|tte[Rfurte{421 }
t2
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c) gx)=(BtP—4)x -2 mitt € R firt € {£3; £2;+2,5; +1; 0,5, 0}

Aufgabe 13: Normalen durch vorgegeben Punkte

Bestimme die Gleichungen aller méglichen Normalen n am Schaubild der Funktion f
1. durch den gegebenen Schnittpunkt S auf der Kurve

2. durch den Punkt P auRerhalb der Kurve:

a) f(x) = x* durch S(2|4) bzw. durch P(0| g) c) f(x)= iz durch S(2| %) bzw. durch P(0| %)
X

b) f(x)= = durch S@3| = )bzw durch P(g | g) d) f(x) = +/x durch S(4|2) bzw. durch P(% |0)

Aufgabe 14: Differenzierbarkeit
Bestimme die Vorschrift und den Definitionsbereich der Ableitungsfunktion f'(x) und zeichne f und f' in ein gemeinsames
Koordinatensystem.

1 fir X<—2

1 fir —2<x<-1 —x?  firx<o
a) f(x)= i} - d) f(x)= B
x fir —-1<x<1 0,5x% firx>0
far 1<x
X, fallsx > 0 x2 -2 firx<1
b) f(x) = |x| = e) f(x) = .
—X, fallsx < 0 2x—3 furx>1
1, fallsx > 0 X2 +4x+4 furx<-1
) f(x)=sgnx= f) fx)= [ B
—1 fallsx < 0 —x?>4+2  furx>-1




5.2. Lésungen zu den Aufgaben zur Differentialrechnung

Aufgabe 1: Graphisches Differenzieren

> X
Aufgabe 2: Differentialquotient
a) t(x)=2x—-1 C) t(x)=—-4x-5 e) t(x)=3x+1 g) t(x):—%x+1 i) t(x):%x+1
b) t(x) =3x-— % d) t(x)=6x—-8 f) t(x)=3x-3 h) t(x)=-2x+3

Aufgabe 3: Ableitungsfunktionen
a) und b) siehe Skript

frAx)—fx) . (HAx)Y —xt L xA a3 Ax 4 6x% - Ax® 4+ 4x-AxE + AxY —x*
¢) lim——= = lim—— = I|lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax
3 2 2 3
lim DX X7 HOXTAX + A AXTHAXT) i (ax® 1 6x2Ax - dx - Ax? 4 AXS) = 4%,
Ax—0 AX Ax—0
. +AX) — . . —X— . -
o i BB gy L L 1) gy Loy L L
Ax—0 Ax Ax—0 AX | Xx+AX X Ax—0AX  X-(xtAX)  Mx—0X-(X+Ax)  x?
fx+Ax)—f(x) . 1 1 1] .. 1 x®*—x*—2x-Ax—Ax* . 1 —Ax(2x+Ax) _
e) lim——-"—==1Ilm — | ———|=Ilm —. R =lim ———————=
Ax—0 AX Ax—0 AXx (X + Ax) X Ax—0 AX (X +Ax)"-x Ax—0 AX (X+Ax)"-x
—(2x+Ax) _ 2x _ 2
m 2z .z 4 s
Ax—0 (X + AX)“-x X X
) lim a\/X+Axf\K - lim \/X+Ax—\/; — lim \/X+Axf\/; - lim 1 1
Ax—0 Ax Ax—0 X+AX—X ax=0 \fx+Ax —Jx - JxtAx 4+ % M0 Jxthx 0k 2d%

Aufgabe 4: Ableitungsregel fur Potenzfunktionen

_ 2 3 R | 2 v 1 i _ 1
a) (x)=33x b) F(x)—E\/; c) f(x)—ﬁ d) F(X)__F e) f(X)_W f) f(x)——m
Aufgabe 5: Faktor- und Summenregel
a) P(x)= %x b) f(x)= gxz ¢) f(x)=23x%+2x d) P(x)=2x-1
Aufgabe 6: Faktor- und Summenregel
a) 'x)=3 c) P(x)=6x—7 e) f'(X) =6(x +2) g) f'(x)=5-cos(x)
b) f(x)=3 d) Px)=x*-x*—x+1 f) f(x)= % (x— 1) h) £(x)=—2sin(x) — 3cos(x)

Aufgabe 7: Schnittwinkel
a) Sl(—% | %) mit oy = 45° und Sy(—1]0) mit o, = 45°.
b) S(0]0) mit o = 45°

c) S:(0]1) mit oy = 63,44° und Sy(f2 |2+/2 + 1) mit o, = 17,10° und S3(—+/2 |-2+/2 + 1) mit a3 = 17,10°
d) S;(0]1) mit a; = 18,43° und Sy(—1|1) mit a, = 0° (Berthrpunkt!)

Aufgabe 8: Tangenten mit vorgegebener Steigung
a) t(x) =2x+ 4 durch P(0|4)

b) ti(X) = 2x + 3 durch P;(—1]1) und ty(x) = 2x — ? durch P2(3|—§)



C) t(x)=2x+ — durch P.(— 1|— ) to(X) = 2x + 1 durch P,(0]1) und t3(x) = 2x — % durch P5(2] —)
1
d) t(x) =2x+ = durchP(— | =
) 1x) 3 (16 | 1 )
e) t(x) =2x+ 3 durch P(—% [2) und t(x) = 2x — 1 durch P(% [0)
f) t(x) = 2x + 2 durch P(-1]0)
Aufgabe 9: Ableitungsregeln fir trigonometrische Funktionen

a) t(x)= b) t(x)=1 c) t(x)=—
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Aufgabe 10: Tangenten durch vorgegebene Punkte

a) ti(x) =—2x — 1 mit Berlhrpunkt B(—1|1) und ty(x) = 6x — 9 mit Beriihrpunkt B(3/9).

b) ti(x) = 2x mit dem Berlhrpunkt B(—1|-2) und ty(x) = —6x — 24 mit dem Berlhrpunkt B(-5|6).

c) ty(x) = 16x — 14 mit Beruthrpunkt B(5|66) und t,(x) = 2 mit Berlihrpunkt B(—3|2)

d) ty(x) = —4x mit Bertihrpunkt B(0|0) und ty(x) = %x + 247 mit Berlhrpunkt B(fE |§)

[EnN
N
N
=

e) u(x) = 74x — 3 mit Berlihrpunkt B(0|—3= und t,(x) = —13x — 3 mit Berlihrpunkt B(-3|36)
f) t(x)= —x+ 6 mit Beriihrpunkt B(—2|-5)

Aufgabe 11: Tangentenprobleme mit Parameter

a) ti(x) = 0 mit Beriihrpunkt B(0]0) und t,»(X) = 4ux — 4u? mit Beriihrpunkt B(2u|4u?)
b) Die Ableitung f;(x) = —6x® + 2tx muss an der Stelle x = % Null sein: 0 = ft’(% )= ,% + %t =>t=1
€) 0=fi(x)=x*—2tx+2 = x=t+ Jt?—2 = keine Losung fir —«2 <t< 2
d) Die Steigung der ersten Tangenten ist 2tt = 2a% die der zweiten 2t-(—t) = —2t%. Die beiden Geraden stehen senkrecht
. 1 . . .
aufeinander, falls 2t* = _Lz ,d.h firt==+ ﬁ . (Es gibt nur scheinbar zwei Lésungen!)
t

Aufgabe 12: Hullkurven von Geradenscharen

Alle Geraden der Schar sind Tangenten der Hillkurve an den Punkten P(t|fy(t)), d.h., sowohl die Funktionswerte als auch die
Steigungen stimmen an der Stelle x = t Giberein: f(t) = gy(t) und £’(t) = g(v).

a) f(x)=x? b) f(x) = % c) f(x) =x—4x

Aufgabe 13: Normalen durch vorgegeben Punkte
a) ng(x)=- % X+ g durch S(214) , ny»(x) = i% X + E durch Sy»(+1]1) und ng: x = 0 durch S3(0/0)

b) ny(x)=9x - % mit S(3| = ) ny(x) = x+% mit Sl(— [2), ny(X) = X mit Sy(x1]+1), na(X) = 4x — % mit 83(2|—)

[EEN

c) no(X)=4x— % durch S(2] Z) und nyp(X) ==X + 5 durch Sy/»(#1]1)

N

d) no(x) = —4x + 18 durch S(4]2) und ny(x) = —2x + 3 durch Sy(1|1) (na(x) = 0 durch S(0|0) ist keine Normale, da die
Ableitung der Wurzelfunktion in S(0]0) nicht definiert ist!)

Aufgabe 14: Differenzierbarkeit

_ox firx<0
a) siehe Skript d) f(x)= { X l_J_r X= mitD =R
x firx>0
ox firx <1
b) £(x)=sgn (x) mit D = R\{0} &) Poo=1" XS nitp=R
2 firx>1
ox+4 firx<—1
¢) P(x)=0mit D= R0} f) pey= 7% WS D =R
—2x  furx>-1




