5.2. Prifungsaufgaben zu Tangentenproblemen

Aufgabe 1a: Funktionsgleichung und Tangenten durch Punkte auRerhalb der Kurve (8)
Welche Tangenten kénnen durch P(1]-4) an die Parabel p gelegt werden, welche durch die Punkte A(1|0), B(4|3) und
C(5|8) verléauft? Skizziere die Parabel und alle méglichen Tangenten in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Ldsungen

p(x) =x*—4x +3=(x-1)*-1 (2)
t1(X) = 2x — 6 durch B4(3|0) und tx(x) = —6x + 2 durch B,(-1/8) 4)
Zeichnung 2

Aufgabe 1b: Funktionsgleichung und Tangenten durch Punkte aufRerhalb der Kurve (8)
Welche Tangenten kénnen durch P(71|%) an die Parabel p gelegt werden, welche durch die Punkte A(-2|2), B(3]-3) und

C(4]-6) verlauft? Skizziere die Parabel und alle méglichen Tangenten in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Ldsungen
1., 2 1 s 1
X)=—=X"— =X+2 =—=(X+1)+ — 2
p() 3 3 3( ) 3 )
ti(x) =2x + 2—32 durch Bl(4|—§) und tp(X) = -2x + % durch BZ(Z|—§) 4)
Zeichnung 2

Aufgabe 1c: Funktionsgleichung und Tangenten durch Punkte aul3erhalb der Kurve (8)
Welche Tangenten kénnen durch P(—1|%) an die Parabel p gelegt werden, welche durch die Punkte A(—4|3), B(—3|%)

und C(-2|-1) verl&uft? Skizziere die Parabel und alle mdglichen Tangenten in ein gemeinsames Koordinatensystem.

Ldsungen
1, 1 , 3
X)= —X+x-1==—XX+1)- — 2
p(x) 5 5 (x+1) 5 (2)
5 1 1 1
ty(X) =X — 5 durch Bl(72|75) und t,(X) = X — 5 durch Bz(0|75) 4
Zeichnung 2

Aufgabe 1d: Tangenten durch Punkte auRerhalb der Kurve (8)

Bestimme die Gleichungen aller Tangenten, die durch P(0|7) an f(x) =

1 ) .
) + 3 gelegt werden kénnen und zeichne alles

in ein Koordinatensystem.

Ldsungen
t1(x) = —x + 7 durch P(3]4) und ty(x) = —4x + 7 durch Bz(% |1) 4)
Zeichnung 4

Aufgabe 2a: Tangenten durch Punkte auf und auRerhalb der Kurve (10)

a) Zeige mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass die Parabel f(x) = 4x? an der Stelle x, = 2 die Steigung 16 hat. (3)
b) Bestimme die Gleichung der Tangenten an der Parabel f(x) = 4x an der Stelle x, = 2. (1)

c) Welche Tangenten kénnen durch den Punkt P(1 | —32) an die Parabel f(x) = 4x* gelegt werden? (6)

Ldsungen
2
) @)= tlim 1 =T@ _ i 216+ 2) =402 +2) =16 @)
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2
b) t(x)=16x—16 @



f(x) —(=32)
x—1
=1;(x) = —16x — 16 durch By(—2 | 16) und ty(x) = 32x — 64 durch By(4 | 64) 4)

c)

2
S p(x) o X2
X —

=8Xx @ 4x°+32=8x-8x = x*—2x—8=0 2)

Aufgabe 2b: Tangenten durch Punkte auf und aufierhalb der Kurve (10)

a) Zeige mit Hilfe des Differenzenquotienten, dass die Parabel f(x) = 3x? an der Stelle x, = 3 die Steigung 18 hat. (3)
b) Bestimme die Gleichung der Tangenten an der Parabel f(x) = 3x® an der Stelle x, = 3. (1)

c) Welche Tangenten kénnen durch den Punkt P(2 | —36) an die Parabel f(x) = 3x? gelegt werden? (6)

Ldsungen
J— 2 [—
) £G3)=lim (O =T@) _ i X =27 _ s+ 3)=33+3)=18 3)
x—3 X—3 x—3 X—3 x—3
b) t(x)=18x—27 (1)
2
c) L(;36):f*(x)@m:6x<:>3x2+36:6x2—12x<:>x2—4x—12:o 2)
X* —
=>t1(x) = —12x — 12 durch By(—2 | 12) und t(x) = 36x — 108 durch Bx(6 | 108) 4

Aufgabe 3: Tangenten durch Punkte auf der Kurve (6)

Bestimme die Gleichung der Tangente, die am Schaubild der Funktion f(x) = é x> — x an der Stelle xo = 3 angelegt werden

kann.

Ldsung

Berthrpunkt P(3|(3)) = P(3]0) Q)
f'(x) = %xz—l = Steigung a =f*(3) =2 (1)
= t(x) =2x ~ 6 @

Aufgabe 4: Tangenten durch Punkte auf der Kurve (6)
Bestimme die Gleichung der Tangente, die am Schaubild der Funktion f(x) = % x* — 2x? an der Stelle xo = —2 angelegt

werden kann.

L6sung

Beriihrpunkt P(—2[f(=2)) = P(-2|-7) (1)
ff(x)= %Xs —4x = Steigunga=1f(-2)=6 1)
=>1(X) =6x+5 1)

Aufgabe 5: Tangenten durch Punkte auf der Kurve (3)

Bestimme die Gleichung der Tangente, die man an der Stelle x, = %n an dem Schaubild von f(x) = sin(x) anlegen kann.

L6sung

t(x)=—%x+%n+%\/§ ®3)

Aufgabe 6: Tangenten durch Punkte auf der Kurve (3)

Bestimme die Gleichung der Tangente, die man an der Stelle x, = %n an dem Schaubild von f(x) = sin(x) anlegen kann.

L6sung

t(x):—%x+§n—%\/§ ©)



Aufgabe 7: Wendetangenten (7)

Bestimme die Gleichungen der Tangenten an den Wendepunkten von f(x) = %x“ + gx3.
L6sung:
Ableitungen f'(x) = %x3 + %xZ und f(x) = 24—7 X2 +9x = 9x(%x +1) (2)
8 16 4 16
= Wendetangenten t;(x) = 0durch W,(0 | 0) und t(x) = §X + ry durch W, (_§ |—E) (3)
Aufgabe 8: Wendetangenten (7)
Bestimme die Gleichungen der Tangenten an den Wendepunkten von f(x) = %x“ + 3,
Losung:
Ableitungen f'(x) = 9x® + 9x% und f'(x) = 27x* + 18x = 18x(% X + 1) )
4 4 2, 4
= Wendetangenten t;(x) = 0durch W,(0 | 0) und ty(x) = §X + 3 durch Wz(—§ |—§) (3)
Aufgabe 9: Wendetangenten (7)
Bestimme die Gleichungen der Tangenten an den Wendepunkten von f(x) = %XA' - %x3.
Ldsung:
. 9 9 27 9 9 '3

Ableitungen f(x) = —x3 - =x%und f'(x) = —x2 - =x= —x(=x-1 2

gen f(x) 3 1 ) 3 7%= 5 ( 1 ) )

4 8 4 8
= Wendetangenten t;(x) = 0durch W,(0 | 0) und ty(x) = — §X + 9 durch W2(§ |—§) (3)
Aufgabe 10: Wendetangenten mit Parameter (5)
Zeige, dass sich alle Wendetangenten von fy(x) = lg ( 3 _3tx? + 4t3) fiir t > 0.in einem Punkt schneiden.
t
L6sung:
H . 1 3 2 3 ' 1 2 " 1
Ableitungen: f(x) = —3(x ~3tx2 + 4t ) ) = —3(3x - 6tx) () = = (6x - 6t) @)
t t t

= Wendepunkte: (f;”(x) = 0 mit VZW) W(t|2) mit Wendetangentey = — %x +5. (2)
Alle Wendetangenten schneiden die y—Achse in S(5/0).. 1)

Aufgabe 11: Tangenten mit vorgegebener Steigung (6)

Gegeben ist die Parabel f(x) = 2x* — 18x + 9

a) Gib die Gleichungen aller Tangenten mit der Steigung —2 an, die an das Schaubild von f gelegt werden kénnen. (3)
b) Berechne die Koordinaten des Scheitelpunktes von f mit Hilfe der Ableitung. (3)

Ldsungen
a) P(x)=-2 < 4x—18=-2 = x =4 = Berlhrpunkt P(4|f(4)) = P(4|-31) = t(x) = —2x — 23 (3)
b) PX)=0<=4x-18=0=>x= % chheiteIpunktS(%If(%)):S(%I—%) (3)

Aufgabe 12: Tangenten mit vorgegebener Steigung (6)
Gegeben ist die Parabel f(x) = —2x*+ 18x — 9
c) Gibdie Gleichungen aller Tangenten mit der Steigung 2 an, die an das Schaubild von f gelegt werden kénnen. (3)



d) Berechne die Koordinaten des Scheitelpunktes von f mit Hilfe der Ableitung. (3)

Ldsungen:
a) P(x)=2 < —4x+18=2 = x=4 = Berihrpunkt P(4|f(4)) = P(4|31) = t(x) = 2x + 23 (3)
b) P(x)=0=>—4x+18=0=>x= % :>ScheitelpunktS(%|f(%)):8(%|%) (3)

Aufgabe 13: Tangenten mit vorgegebener Steigung (4)
Bestimme die Gleichungen aller Tangenten mit der Steigung 3, die an das Schaubild der Funktion f(x) = %xs — 2%+ 5x —

1 angelegt werden kénnen.

Ldsung

f(x)=3 @ 2% —4x+5=3 @ 2(x* - 2x + 1) =0 = x = 1 = Beriihrpunkt P(llf(l):P(llg) = t(x) =3x — % 4)

Aufgabe 14: Tangenten mit vorgegebener Steigung (4)

1., 2,

Bestimme die Gleichungen aller Tangenten mit der Steigung 3, die an das Schaubild der Funktion f(x) = 5 X = 3 X3+ X2

+ 3x angelegt werden kénnen.

Ldsungen
f(x)=3 @ 2¢-2x+2x+3=3 2x(x* —x + 1) =0 = x = 0 = Beriihrpunkt P(0|f(0) = P(0|0) = t(x) =3x (4)

Aufgabe 15: Tangenten durch Punkt au3erhalb der Kurve (6)

Bestimme die Gleichungen aller Tangenten t(x), die durch den Punkt P(0|0) an das Schaubild der Funktion
2
f(x) =— XT (x —6) gelegt werden konnen.

Losungen:
t(x) = 0 mit Beriihrpunkt P(0|0) 3
t(x) = %x mit Beriihrpunkt P(3)| %%) 3)

Aufgabe 16: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (6)

Bestimme die Gleichungen aller Tangenten t(x), die durch den Punkt P(6|0) an das Schaubild der Funktion
2
f(x) =— XT (x —6) gelegt werden konnen.

Ldsung
t(x) = 0 mit Beruihrpunkt P0|0) und 3)
t(x) = —9x + 54 mit Beriihrpunkt P(6/|0) (3)

Aufgabe 17: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (6)

Bestimme die Gleichungen aller Tangenten t(x), die durch den Punkt P(0]4) an das Schaubild der Funktion
f(x) = x> — 3x? — x + 3 gelegt werden kéonnen.

Ldsung
t(x) = —4x + 4 mit Berithrpunkt P(1/0) ®)
t(x) = % X + 4 mit Beriihrpunkt P(—% | %) )

Aufgabe 18: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (6)
Bestimme die Gleichungen aller Tangenten t(x), die durch den Punkt P(0|6) an das Schaubild der Funktion



fx) = =x3— gxz + 4 gelegt werden kénnen.

N

Ldsung
t1(x) = —3x + 6 mit Beriihrpunkt B;(2|0)

ty(X) = %x + 6 und Bertihrpunkt Bz(—llg)-

Aufgabe 19: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (6)

Bestimme die Gleichungen aller Tangenten t(x), die durch den Punkt P(1|f%) an das Schaubild der Funktion

f(x) = %x3 - %x gelegt werden konnen.

Ldsung
t(x) = —% x mit Beriihrpunkt P(0]0)

23 27 . 3,15
t(x) = — x — — mit Beruhrpunkt P(= | —
() 5% 3 P (2 |16)

Aufgabe 20: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (8)

Welche Tangenten kénnen durch P(*% |-1) an das Schaubild von f(x) = %X?’ + X%+ %X gelegt werden?

L6sung
=X X+ ox+1
Ansatz T —yo =fx) & 2 - leione 2
X —X, X+§ 2 2
3
(:)£x3+x2+§x+1:1x3+zx2+£x+l©ozlx3+ix2+£x
6 2 2 3 6 3

o 0= %x(x2+4x+4): %x(x+2)2:>x1:0undx2=—2

= tl(x):—%x— % an Pl(—2|—%) und ty(x) = %xan P,(00)

Aufgabe 21: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (8)

Welche Tangenten kénnen durch P(% |1) an das Schaubild von f(x) = % X —x2+ gx gelegt werden?

Ldsung
X=X +-x-1
Ansatzf(x)—yo —fx) = 8 2 -l o3
X —X, w_ 2 2 2
3
D T N R AN I e leo=le_ 2. dy
6 2 2 3 6 3 3 3

< 0= %x(x2—4x+4)=%x(x—z)zsx1=0undx2:2
= tl(x):—%x+ % an Pl(ZI%) und ty(x) = %xan P»(0]0)

Aufgabe 22: Tangenten durch Punkt auf3erhalb der Kurve (8)

3)
3)

3)
3)

)

(1)
()
3)

)

(1)
()
3)



3

Vom Punkt P(0[5) aus werden Tangenten an das Schaubild von f(x) = =x° — %xz + 4 gelegt. Bestimmen Sie die

@ |

Gleichungen dieser Tangenten und die Koordinaten der Beriihrpunkte. (8)

Ldsung
1 3 3 2
—X’—=—X"+4-5
FO-5 prye 84— = 3 3 o-le 30y (4)
x-0 X 8 2 4 4
3 . 15 . 25
= Tangenten t;(x) = _EX +5 mit B1(2|2) und ty(x) = —?x +5 mit Bz(—l|?). 4)

Aufgabe 22: Tangenten durch Punkt aul3erhalb der Kurve (8)

3

Vom Punkt P(0|-5) aus werden Tangenten an das Schaubild von f(x) = %X + %XZ — 4 gelegt. Bestimmen Sie die

Gleichungen dieser Tangenten und die Koordinaten der Beriihrpunkte. (8)

Ldsung
X} +5x?—4+5
M:f’(x)@L=_X2+§X<:>0:1X3+§X2—1 4)
x-0 X 8 2 4 4
3 . 15 . 25
= Tangenten t;(x) = _EX —5 mit By(—2|-2) und ty(x) = —?x -5 mit Bz(l\f?). 4

Aufgabe 23: Tangenten durch vorgegebenen Schnittpunkt auf der Kurve (8)
Bestimme die Gleichung der Tangente, die durch den Punkt P(O | 0) an einen weiteren Punkt des Schaubildes von f(x) =

AV %x3 angelegt werden kann

16

Losung:

MZF(X)@ ix3+ EX222X3+2X2<:> £X3+3X2:0 3)
x-0 16 2 4 2

= Xx;=0und x, = —% = t1(x) = 0 und t(x) = 182—18x 3)

Aufgabe 24: Tangenten durch vorgegebenen Schnittpunkt auf der Kurve (8)
Bestimme die Gleichung der Tangente, die durch den Punkt P(0O | 0) an einen weiteren Punkt des Schaubildes von f(x) =

%x“ + 3x® angelegt werden kann

Losung:
f9-0 =f(x) S+ =0C+0¢ o 23162 =0 (3)
x-0 4 4
8 64
:>x1=0undx2=—§:>t1(x)=0undt2(x):ax (3)

Aufgabe 25: Tangenten durch vorgegebenen Schnittpunkt auf der Kurve (8)
Bestimme die Gleichung der Tangente, die durch den Punkt P(0O | 0) an einen weiteren Punkt des Schaubildes von f(x) =

9 x4 — %x3 angelegt werden kann

32

Ldsung:

f)-0 =f(x) 3.3 80 s 32 (3)
x-0 32 4 8 4 32 2

:>x1=0undx2=% :>t1(x)=0undt2(x):—g—£11x (3)



Aufgabe 26: Tangenten mit vorgegeben Steigung und durch Punkte aul3erhalb der Kurve (9)
Gegeben ist die Funktion f(x) = % x2—2x+1

a) Bestimme den Tiefpunkt des Schaubildes von f mit Hilfe der 1. Ableitung. (2)
b) Bestimme die Gleichung der Tangente mit der Steigung 1, die an das Schaubild von f gelegt werden kann. (3)

c) Bestimme die Gleichung aller Tangenten, die durch den Punkt P(1|-1) an das Schaubild von f gelegt werden kénnen.

(4)

Ldsung

a) PE)=x-2=0=T2[|-1) ?
) PO0=x-2=1 = Bi3l— ) mith(x) =x -~ o
c) f()Z<)_JI1 =P (x) = ti(x) =—2x + 1 mit B,(0|1) und t3(x) = —1 mit B3(2|-1) )

Aufgabe 27: Tangenten mit vorgegeben Steigung und durch Punkte auf3erhalb der Kurve (9)
Gegeben ist die Funktion f(x) = %xz +2x+3

a) Bestimme den Tiefpunkt des Schaubildes von f mit Hilfe der 1. Ableitung. (2)
b) Bestimme die Gleichung der Tangente mit der Steigung 1, die an das Schaubild von f gelegt werden kann. (3)

c) Bestimme die Gleichung aller Tangenten, die durch den Punkt P(—1]1) an das Schaubild von f gelegt werden kénnen.

(4)

Losung

a) Px)=x+2=0=T(-2[1) o,
) PO =x+2=1= BT ) mith() =x + > 9
c) fE(Xi—ll = (x) = t3(X) = 2x + 3 mit By(0]3) und t3(x) = 1 mit B3(—2|1) @

Aufgabe 28: Tangenten mit vorgegeben Steigung und durch Punkte auRerhalb der Kurve (9)
Gegeben ist die Funktion f(x) = —% X2+ X

a) Bestimme den Tiefpunkt des Schaubildes von f mit Hilfe der 1. Ableitung. (2)
b) Bestimme die Gleichung der Tangente mit der Steigung —2, die an das Schaubild von f gelegt werden kann. (3)

c) Bestimme die Gleichung aller Tangenten, die durch den Punkt P(0|1) an das Schaubild von f gelegt werden kénnen.

(4)

Ldsung

) f’(x)=—%x+l:O:>T(2|1) @)
b) f”(x):—%er 1 =2 = By(6]-3) mit ty(x) = —2x + 9 @)
C) % = (x) = t3(x) = 2x + 1 mit By(=2]-3) und t3(x) = 1 mit B3(2|1) 4)

Aufgabe 29: Tangenten mit Parameter (4)
Bestimme die Gleichungen der Tangenten g,, die am Schaubild von f(x) = %xz durch den Punkt P(0|—t) mit t > 0 angelegt

werden kdnnen.

L6sung

= X = gy(X) = /2t x — t mit Beriihrpunkt By( /2t |2t) ()

2
Ansatz M
X



Aufgabe 30: Tangenten mit Parameter (4)

Bestimme die Gleichungen der Tangenten g;, die am Schaubild von f(x) = —x® durch den Punkt P(0[t) mit t > 0 angelegt
werden kdénnen.

Ldsung

— 2 —_—
Ansatz Xt —2x = gy(X) = +2 Jtx + t mit Beriihrpunkt By(+ Jt |—t) 4
X

Aufgabe 31: Tangenten an Kurvenscharen (4)
Fiir welche t hat f(x) = x* — x? + (£ — t)x + 5 an der Stelle x = 0 einen Hoch- oder Tiefpunkt?

Ldsung
fo(x)=3x"-2x +t? —tmit f7(0)=t*—t=0=>t,=0undt, = 1 (4)

Aufgabe 32: Tangenten an Kurvenscharen (4)
Fiir welche t hat fi(x) = 2x* — 3x? + (t* + t)x + 5 an der Stelle x = 1 einen Hoch- oder Tiefpunkt?

Ldsung
frx)=6x—6x+t?+tmitf (1)=t?+t=0=t,=0und t, =—1 (4)

Aufgabe 33: Wendetangente mit Parameter (4)

. . . 1 . .
Zeigen Sie, dass sich alle Wendetangenten von f(x) = 5 (3 — 3tx? + 4t%) in einem Punkt schneiden.

L6sung

Alle Tangenten gy(x) = f% x — 5 durch Wy(-t|-2) schneiden die y—Achse in S(0|-5) 4

Aufgabe 34: Wendetangente mit Parameter (4)

Zeigen Sie, dass sich alle Wendetangenten von fy(x) = t% (3 + 3tx* — 4t%) in einem Punkt schneiden.

Ldsung
Alle Tangenten gy(x) = —% X + 5 durch W(t|2) schneiden die y—Achse in S(0|5) 4



