5.2. Differentialrechnung

5.2.1. Die mittlere Steigung einer Funktion zwischen zwei Punkten

y
Die mittlere Steigungder Funktion f(x) zwischen zwei Punkten A

P(X|f(x)) und Q(x + AX|f(x + AX)) ist definiert als

. . f(x+AXx)
der Differenzenquotient

.. . Ay = f(x+Ax) — f(X)
Anderunginy _ Ay _ f(x+Ax)-f(x)

Anderungin x  Ax AX f(x) ¢

Ax
Sie kann auch als mittlereAnderungsrate gedeutet werden, >X

wenn x fiir die Zeit steht, insbesondere bei der X x+ Ax

mittleren Geschwindigkeit v = AX - Anderung des Ortes

At Anderung der Zeit

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 1

5.2.2. Die momentane Steigung einer Funktion in einem Punkt

Die momentane Steigung oder Ableitung ’(x) einer Funktion y
f(x) im Punkt P(x|f(x)) ist definiert als die Steigung der A
Tangente an y = f(x) in P.

Sekanten
_ , _ fix+AX) Q /
Graphisch kann diese Tangente durch Sekanten durch die

Punkte P(x|f(x) und Q(x + AX)[f(x + AXx)) angendhert warden, /
wenn Q immer néher an P heranrtickt. N P

| _— Tangenten

f(x)
Rechnerisch ist die Steigung der Tangente der Grenzwert der Y
Sekantensteigungen fir Ax — 0: Ax— 0

X -+ X+ AX
f(x) = A"mo f(X+AAX)—f(X)
X—> X

Die Ableitung wird h&ufig auch in Differentialschreibweise dargestellt:

)= = im Y oder  pey= 90 = jim AT
dX Ax—0 AX dX Ax—0 AX

Alle diese Formulierungen werden zum Teil auch nebeneinander in mathematischen und physikalischen Texten verwendet:

mittlere Steigung = Sekantensteigung = Differenzenquotient = 4y = £ = M
AX AX AX
Ax — 0 Ax — 0 Ax — 0 lAXHO lAXHO JAX—»O
. _ . . A . _ dy _ daf
momentane Steigung = Tangentensteigung = Differentialquotient = i W (x)
X X




Beispiel 1: Bestimme die Gleichung der Tangente y = ax + b an der Normalparabel f(x) = x* an der Stelle x = 1

Man erhalt man die Tangentensteigung a als Grenzwert der Steigungen von Sekanten durch P(1]|1) und Q(1+Ax|f(1+Ax)) fir

AX — 0:

Tangentensteigung a = (1) =

fl+Ax)-f(Q)
AX

lim (1+Ax)* -1
AX

12 + 2Ax + (Ax)* 12

AX

2AX + (AX)?
AX

lim AX(2+ AX)

AXx—0 AX

lim (2 + Ax)

Ax—0

lim
AX—0

Ax—0

lim

Ax—0

lim

Ax—0

2+0

2

Den y-Achsenabschnitt b bestimmt man durch Einsetzen

des Berithrpunktes P(1]1):

1=21+b=b=-1.

Damit erhélt man die Tangentengleichung y = 2x — 1.

Y
d Sekanten
| QU+AX|f(1+Ax)) // l
/ Tangentey =ax +b
> f(1+Ax) — (1)
. P J
%_J

Ax

/

[N

Beispiel 2: Bestimme die Gleichung der Tangente y = ax + b an der Parabel f(x) = —%xz +2ander Stellex=1

Tangentensteigung a = (1) =

f(l+Ax) (1)
X
[—1(1+Ax)2+2}—{—1-12+2}
2 2
AX
112 2A AX)?)+2 1 2
_E< +2AX + (AX) )+ +o-

lim
AX—0

lim

Ax—0

lim

Ax—0

AX
1 2
—AX— > (AX)
AX
1
AX(-1- 5 AX)

lim

Ax—0

lim
AX—0

AX

Ax—0

. 1
lim (-1- =A

( 5 X)
oty

2
-1

al

~

w

\

e

AX —

0

P(1[f(1))

\

D

L

Den y-Achsenabschnitt b bestimmt man durch Einsetzen des Bertihrpunktes P(1| g):

3

=(-D1+b=b=
> =D

N | ol

Damit erhélt man die Tangentengleichung y = —x + g .

\k f(1+Ax) — f(1)

X




Beispiel 3: Bestimme die Gleichung der Tangente y = ax + b an f(x) = %xs + 1l ander Stellex=2

Hinweis: Verwende die binomische Formel (a + b)® = a® + 3a’b + 3ab? + b°,

LY
Tangentensteigung a = f*(2) = lim T@+A0)-1(2) /
AX—0 AX
[;(2+Ax)3+l}—[;23+1} 4
= lim Ax P(2If(2)) / 3
1(23 +3-22 . Ax+3-2-Ax? +Ax3)+1—1-23 -1 " | Tangente
= lim 8 y=ax+b
Ax—>0 AX \ Tangenten-
22 Ax+2-AX? +E-Ax3 ? steigung
= 1im 3 > a=re)
AX—0 AX /
Ax(22+2~Ax+1Ax2) vz
= lim 3
Ax—0 AX ~
© X
= lim (22+2'AX+EAXZJ 1 ¥ 3
Ax—0 3 )
1 5 % 1
=4+20+=-0
3
=4
. . . , 11, 11 13
Den y-Achsenabschnitt b bestimmt man durch Einsetzen des Berihrpunktes P(2| 3 ): 3 =42+b=b= 3
. . . . 13
Damit erhélt man die Tangentengleichung y = 4x — 3
Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 2
Beispiel 4: Steigung der Normalparabel f(x) = x? an einer beliebigen Stelle x € R:
_ y
P = lim f(x+Ax)—f(x) 5
Ax—0 AX
2 2
= lim XHAX) -x° A Hohe f(2) = 4
M0 AX Steigung f*(2) = 4
- lim X2+ 2% AX+ (AX)? — X
T a0 AX 3
2
- lim 2X - AX + (AXx)
AX—0 AX
. Ax(2x+ AX) ‘
= AI>I<TO DX
. Haéhe f(1) = 1
B AI>I(TO (2x+ Ax) B Steigung (1) = 2
=2x+0 <
= 2x T /o £(0,5) 20,25
. Steigung f*(0,5) =1

L

Die Tangente an die Normalparabel f(x) = x* am Punkt P(x|f(x)) hat die Steigung f(x) = 2x.



Beispiel 5: Ableitung der kubischen Parabel f(x) = x* an der Stelle x € R
Hinweis: Verwende die binomische Formel (a + b)® = a® + 3a’b + 3ab? + b°.

lim f(x+Ax)-f(x)

P = AX0 AX
33
— lim (X+AXx)* —x
AX—0 AX
- lim X +3x% - AX 43X - (AX)? + (AX)® -
B AX—0 AX
- lim 3x% - AX +3x - (AX)? + (Ax)?
B AX—0 AX

2
— lim AX(3X” + 3% AX)
Ax—0
= lim (3%* + 3x-Ax)
=3x°+0
= 3%

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 3

5.2.3. Ableitung der ganzrationalen Funktionen

5.2.3.1. Ableitung der Potenzfunktionen Beispiele:
Satz: (x"y =nx""'firn € R
fx) |F&)
0
g . X 0
Beweis fur n fe N.A ] v 0
o) = lim (X 4+ Ax) —1f(x) v v
Ax—0 Ax X 3x°
- (X+Ax)" —x" x* 453
lim ——— 0 AT
Ax—0 AX X nx
- im X +n- X" AX 40X (AX) T (AX) X
Ax—0 AX
2 n-x" T nex(AX)" 2 4 (Ax)"
=i
Ao XX
=Alim0 n-x" 44 n-x-(AX)" 2 4 (Ax)"?
X —>

= nx"" '+, 4+0+0
= nx" ! ged
Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 4

5.2.3.2. Konstante Faktoren

Beispiel: Bestimme die Ableitung von f(x) = % x* an der Stelle x € R.

, 1(X+Ax)37%x3

3.3
Losung: | x| = lim 2 = 1 jim (AT
2 Ax—0 Ax 2 Ax0 Ax

1,.._1 3
= —3x" = — (X7).
> 2()

Satz: Konstante Faktoren bleiben bei der Ableitung unveréndert: (a-f(x))’ = a-f’(x):
Beweis: (a-f(x))’ = lim afocrAg —a-f) _ o iy fX+A9 1K)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= a-P(x) = (a-f(x))’




5.2.3.3. Ableitung von Summen

Beispiel: Bestimme die Ableitung von f(x) = x* + x® an der Stelle x € R.

Ldsung:

(x+Ax)® —x3 . (x + Ax)? —x?

3 3 3 2
¢+ X% = lim X+ A"+ XA~ FXT) iy
Ax Ax

Ax—0 AX Ax—0

] = 3%+ 2x = (X°) + (X%’

Satz: In einer Summe werden die Summanden einzeln abgeleitet: (f(x) + g(x))’ = f(x) + g'(x).
Beweis:

(fx)+gx) = li

Ax—0 AX Ax—0

m f(x+Ax) + g(x +Ax) — f(x) —g(x) _ lim [f(x +A0) —f(x) | g(x+Ax) —g(x)

A - ] =) +2X.

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 5

Satz: Ableitung ganzrationaler Funktionen

(apX™+ ... + aX° + aX + &)’ = napX" 1+ ... + 2a;x + a; firn € N und ay, ..., a € R mita, = 0.

Beweis:

Anwendung der vorangegangenen Sétze Uber die Ableitung von Potenzfunktionen, konstanter Faktoren und Summen.

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 6 - 8

5.2.4. Ableitung der trigonometrischen Funktionen

Satz: Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen sind sin’(x) = cos(x) und cos’(x) = —sin(x)
Beweis: Man benétigt die Additionstheoreme sin(a + ) = sin(a):-cos(B) + cos(a)-sin(B) und

cos(a + B) = cos(a)-cos(B) — sin(w)-sin(B) sowie die Grenzwerte lim Sin(Ax) =1lund lim cos(Ax)—1 =0:
Ax—0  AX Ax—0 Ax
sin"() = lim sin(x + Ax) —sin(x) und cos’(x) = lim €os(X + Ax) — cos(x)
Ax—0 AX Ax—0 AX
- lim sin(x) cos (Ax) + cos(x)sin(Ax) sin(x)] - lim cos(x)cos (Ax)  sin(x)sin(Ax)  cos(x)
Ax—0 Ax Ax Ax Ax—0 Ax Ax Ax
= lim [sin(x) Cos (A =T, cos(x) —S‘“(AX)] = lim [cos(x) cos (Ax) 1 sin(x)—sm(AX)]
Ax—0 AX Ax Ax—0 X Ax
=sin(x)-0 + cos(x)-1 = cos(x)-0 — sin(x)-1
= cos(X). = —sin(x).

Ubung: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 9

5.2.5. Tangenten und Normalen

Beispiel fur die Bestimmung einer Tangente durch einen vorgegebenen Punkt:

Bestimme die Gleichungen aller méglichen Tangenten, die durch P(1|—7) an f(x) = x* — 4x gelegt werden konnen.
Ldsung:

Zunéchst sucht man die x-Werte der Berthrpunkte mit dem Ansatz y

al

Tangentensteigung = Ableitung

f"
ISR
~—

fx)—(=7) _ 3
ox1 - ) \ [
X —ax—=(=1) =2x—-4 | -(x—1) ;\ /

x
\
[EEN
D
| —
x

X—AX+T7 =22 —6x+4 | X2 +4x—7

0 =x2-2x-3 | p-g-Formel
p-q

_—
AN

= x;=-1und x,=3

3 QUxI(x)
Die y-Werte der Berithrpunkte erhalt man durch Einsetzen in f(x) = x* — 4x: \ A
y1= f(x)) =5undy,= f(x;) = -3 4 \

5 > 109~ (-7)

»
—

PA-T) YT




Die Steigungen a der Tangenten erhélt man durch Einsetzen in f'(x) = 2x — 4:

a; = P(Xl) =—6 und dy = f’(Xz) =2

Die y-Achsenabschnitte b der Tangenten erhélt man durch Einsetzen des vorgegebenen Punktes in die Tangentengleichung
y=ax+bh:

b=y—ax=-7-(-6)1=-1und by=y—ax=-7+21=-5

Es gibt also zwei Tangenten t;(x) = —6x —1 mit Berithrpunkt B;(—1]5) und t,(x) = 2x — 5 mit Ber{ihrpunkt B,(3|-3)
Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 10 - 12

Beispiel fur die Bestimmung einer Normale durch einen vorgegebenen Punkt:

Bestimme die Gleichungen aller mdglichen Tangenten, die durch P(2| % ) an f(x) = x? — 4x gelegt werden kénnen

Ldsung: ,
Zunéachst sucht man die x-Werte der Schnittpunkte mit dem Ansatz 5
. 1 A
Normalensteigun = 4
9ung Ableitung \O /
1
L Y My o
x—2 f'(x) T \ $<
1 — X
X2_4X_E 1 1 L 2 3 f s
=—— | {(x—2);-(2x—4)

X—2 2X- 4

[NCRS
_—
N~

(% — 4x — % )(2x —4)=—(x—2) | Klammern auflésen

w

2C—12x°+15x+2 =—x+2 |+x-2 4
23— 12x%* + 16x =0 |2x ausklammern 5
2x(x—6x+8) =0 | p-g-Formel 6

=> X1=0,X=2und x;=4

~

Die y-Werte der Schnittpunkte erhélt man durch Einsetzen in f(x) = x? — 4x:
y1= f(x1) =0,y,= f(x2) = —4 und y3 = f(x3) = 0

Die Steigungen a der Normalen erhalt man durch Einsetzenina = — =-— ! :
f'(x) 2x—4
1 1 . - . 1 1
a;=— = = , ay ist nicht definiert, da die Normale senkrecht stehtund a3= ———— = —=
f'(x) 4 f'(x;) 4

Die y-Achsenabschnitte b der Normalen erhalt man durch Einsetzen des vorgegeben Punktes die Normalengleichung
y=ax+b

1 1 1 1
by=y—ax==—-=2=0und bg=y—axx= - —(——)2=1
1=y~ & 5 7 3TY & 5 (4)

Es gibt also drei Normalen

1. ny(x) = %x mit Schnittpunkt S,(00),

2. ny: X = 2 mit Schnittpunkt S,(2|—4) und
3. ng(x) = - % x + 1 mit Schnittpunkt S3(4|0)

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 14



5.2.6. Differenzierbarkeit und Stetigkeit an einer Stelle x
Beispiel: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 15 a)
Wir suchen die Ableitung f*(x) fiir die abschnittweise definierte Funktion f mit Sprung- und Knickstelle sowie einer Liicke:

1 fir X< -2

-1 fir —2<x<-1 Y
f(x) = . A

x fir —-1<x<1

x for 1<x - 5 1+

Die Ableitungen auf den Geradenstiicken lassen sich leicht ablesen: . . . . -

T T T T - X
-2 1 1 2
0 fur X< -2 :
0 fir —2<x<-1 ;
f(x) = i
1 fur —-1<x<1
1 fir 1<x
Interessanter sind hier die Ableitungen an den Ubergangsstellen, namlich
- der Sprungstelle bei x = -2,
- der Knickstelle bei x = -1 und
- der Definitionslucke bei x = 1.
Sprungstelle bei x = -2:
Die Ableitung an der Stelle x = -2 st definiert als Grenzwert des f(X +Ax) — f(x)
Differenzenquotienten Ax R —
—-1-(-1 ,
—— 2= 0 firAx >0 —-0,1 -20
f2+A0)-f(=2) _ | Ax fir Ax — 0 0,01 200
Ax 1-(-1 _ 2 fiir Ax < 0 —-0,001 —2000
Ax Ax -0 -
+0,001 0
Leider existiert in diesem Fall kein Grenzwert: +0,01 0
e Nahert man sich der —2 von rechts (Ax > 0), so hat der Differenzenquotient den +0,1 0
konstanten Wert 0.
e Nahert man sich der —2 dagegen von links (Ax < 0), so strebt der
Differenzenquotient gegen — oo:
Wenn man die entsprechenden "Sekanten"™ in das Schaubild X
einzeichnet, erkennt man, dass die von links kommenden "Sekanten™
schlieBlich fast senkrecht nach unten weisen, wéhrend die am rechten
Ufer schneidenden "Sekanten" allesamt parallel zur x - Achse 1T
verlaufen:

- - - - - - I I t = X
Eine Steigung lasst sich an dieser Stelle also nicht angeben: die 1 1 2
Funktion f ist an der Stelle x = —2 nicht differenzierbar. |

............. r v — | 4

Knickstelle bei x = -1
Die Ableitung an der Stelle xo = —1 ist definiert als Grenzwert des Differenzenquotienten

x—(-1 .
A W4 1 fur Ax >0
fEl+A)—f(=1) _ Ax fur Ax — 0
Ax D _ gfurax <o
AX

Auch in diesem Fall erhalt man fiir Ax — 0 keinen eindeutigen Grenzwert: Die links von x = —1 angelegten "Sekanten™ sind
Parallelen zur x - Achse, wahrend die von rechts kommenden "Sekanten" allesamt die Steigung 1 haben. Auch an dieser Stelle
lasst sich eine Steigung nicht eindeutig festlegen: die Funktion f ist an der Stelle x = —1 nicht differenzierbar.



Definitionsliicke an der Stelle x =1

f(X+ Ax) —f(x)
Ax

berechnen. Die Funktion f ist auch an der Stelle x = 1 nicht differenzierbar.

Da f(x) nicht definiert ist, lasst sich der Differenzenquotient und damit auch die Ableitung f*(x) nicht

Ableitungsfunktion
Um den Verlauf der Steigung und die Stellen, an denen keine
Steigung bestimmt werden kann, zu veranschaulichen, trdgt man die

Ableitungsfunktion f'(x) ebenfalls in das Koordinatensystem ein: y ;
A
1 fur X<—=2 /
-1 fur —2<x<-1 . ° ° t f
f(x) = ] - mit D = R\{1}
x fur —-1<x<1
) & % | : > X
x  fir 1<x ) 1 1 2
besitzt also die Ableitung ° -1y

fiir X<—2
fir —2<x<-1
fir —-1<x<1
fiir 1<x

f(x) = mit D = R{-2, -1, 1}

B O O

= Differenzierbarkeit und Stetigkeit

= Die Funktion f heil’t differenzierbar an der Stelle x, wenn lim

Ax—0
Ihr Schaubild ist dann glatt ohne Spriinge, Knicke oder Liicken.
Funktionen sind grundsatzlich nicht differenzierbar an Sprungstellen, Knickstellen und Definitionslicken.

fx+Ax)—f(x) _ f(x) existiert.
Ax

= Die Funktion f heift stetig an der Stelle x, falls AIimof(x+Ax) = f(x).

Ihr Schaubild kann also ohne abzusetzen durchgezogen werden und hat keine Liicken
Funktionen sind grundséatzlich nicht stetig an Sprungstellen und Definitionsltcken.

= |st f an der Stelle x differenzierbar, so giItAIim0 f(Xx+Ax)—f(x) =0und sie ist dort auch stetig.

Die Umkehrung gilt nicht!

Ubungen: Aufgaben zur Differentialrechnung Nr. 15 b) —f)




