5.3. Abstrakte Anwendungsaufgaben

Aufgabe 1

In den Raum zwischen der x-Achse und dem Grapharf(xp = :—8Lx4 - gxz + 1; soll ein Rechteck mdglichst
grolRer Flache gelegt werden, dessen Ecken auf daphén liegen. Wie breit ist das Rechteck?

Losung:

Die Flache A(u) = 2rf(u) ist maximal fur u = 1.

Aufgabe 2
1

In den Raum zwischen der x-Achse und dem Grapherf(xp= —% x* + sz - gsoll ein Rechteck mdglichst
grolRer Flache gelegt werden, dessen Ecken auf daphén liegen. Wie breit ist das Rechteck?
LOsung:

Die Flache A(u) = —2rf(u) ist monoton steigend, so dass das Rechtedkeib wie moglich bemessen wird,
ohne den Graphen zu schneiden. Die Ecken liegem @afnden Hochpunkten von f bei u = 1.

Aufgabe 3

Die Senkrechte x = u mit @ u < 2 schneidet die x-Achse im Punkt P und f(x) £ +x4x im Punkt Q. Fiir
welches u wird die Flache des Dreiecks OPQ maximal?

LOsung

Flache A(u) :% -gh = = -(u = O)(f(u) - g(u)) = -d + 4, A'(u) = -31F + 8u, A“(u) = —6u + 8

=

oo N

= relatives Max bei u = = 2,67 (auBerhalb) mit A(2,6% 9,48, Bereichsgrenzen: A(0) = 0 und A(2) = 8

w

= absolutes Max bei u = 2.

Aufgabe 4 (5)
In den Raum zwischen der x-Achse und der Parab)etfé x? = 2x soll ein rechtwinkliges Dreieck maximaler

Flache gelegt werden. Dabei soll eine Ecke im UWnsgiiegen und eine Kathete auf der x-Achse vegiauGib
die Breite, die Hohe und die Flache dieses Dreiacks

LOsung
. 1 1 15
Flache A(u) ZE ‘gh= 5 ‘(u=0)(0 - f(u)) = 2 W+ v ()
. N 3 2 “ 3
Ableitungen A'(u) = 2 u“+ 2u und A*(u) = > u+2 (1)
= relatives Max bei u 8, 2,67 LE mit A(§) -5 2,37 FE und fg) =16 -1,78 LE (2)
3 3 27 9
Bereichsgrenzen: A(0) = 0 und A(4) =0 absolutes Max bei u % (1)

Aufgabe 5 (5)
In den Raum zwischen der x-Achse und der Parabx@lzf(—%x2 — 2x soll ein rechtwinkliges Dreieck

maximaler Flache gelegt werden. Dabei soll eineeHok Ursprung liegen und eine Kathete auf der xs&ch
verlaufen. Gib die Breite, die Hohe und die Fladleses Dreiecks an.



LOsung

Flache A(u) :% ‘gh= %-(0 = u)(f(u) - 0) = % u+ P Q)

Ableitungen A‘(u) :% u? + 2u und A“(u) :gu +2 (1)

= relatives Max bei u = 8 ~ -2,67 LE mit A(—§ = 64 ~ 2,37 FE und f(—§) = 16 ~1,78 LE (2)
3 3 27 3 9

Bereichsgrenzen: A(0) = 0 und A(-4) =f absolutes Max bei u :% Q)

Aufgabe 6
Die Senkrechte x = u schneidet f(x) = % Punkt B und g(x) = -0,%5%m Punkt C. AuBerdem ist der Punkt

A(2|-1) gegeben. Fir welches u mik@ < 2 wird die Flache des Dreiecks ABC maximal?
LOsung

FlacheA(u) = =-gh =

NP
NP

(2 = u)(f(u) - g(u)) = —% W+, Au) = —g u? + 2u, A“(u) = -3u.

= relatives Max bei u ~ 1,15 mit A(1,15% 0,56, Bereichsgrenzen: A(0) =0 und A(2) =0

wl s

= absolutes Max bei u i/g .

Aufgabe 7

In den Raum zwischen den Parabeln f(x) = ©;5% und g(x) = —0,5%+ 3 soll ein Rechteck maximaler Flache
einbeschrieben werden, dessen Seiten parallel ziKderdinatenachsen verlaufen. Welchen Flachenirial
dieses Rechteck?

LOsung
FlacheA(u) = gh = (u - (-u))(g(u) - f(u)) = —2d + 8u (1)
Ableitungen: A‘(u) = —66+ 8, A“(u) = —12u. 1)

= relatives Max bei u v/z ~ 1,15 mit Breite g = ﬁE ~ 2,3, H6he h = g@) - f(\/E) = § ~ 2,32 und
3 3 3 3 3
Flache A(\/E) = 16 \/E =~ 6,16 Q)
3 3 V3

Bereichsgrenzen: A(0) = 0 und A(2) =9 absolutes Max bei u T/g Q)

Aufgabe 8 (5)

In den Raum zwischen der Parabeln f(x) £ -+x4 und der x-Achse soll ein Rechteck maximalgické
einbeschrieben werden, dessen Seiten parallel miKderdinatenachsen verlaufen und das den Punk2P(1
nicht enthalt. Welchen Flacheninhalt hat dieseshRek? Hinweis: Zeichne die Parabel und den Puiitkt inE
=1 cm. Skizziere dann einige mogliche Rechtecke.

LOsung

FlacheA(u) = gh = (u — (-u))(f(u) — 0) = 2uf(u) = -2 + 8u Q)
Erlaubter Bereicld < u< 1 oder < f(u) < 3 (1)

rel Maxbei u :\E ~ 1,15 > 1 mit f(\/g) = % ~ 2,7 > 2 liegt auBerhalb des erlaubten Bereiches ) (1

Das maximale Rechteck muss also an der Grenzerldebten Bereiches liegen, d.h., entweder u = 1f(yd=

3 mit Flache A(1) = 6 FE oder u#2 und f(u) = 2 mit Flache A{2) = 44/2 = 5,65 FE. Die erste Moglichkeit
ist besser! (2)



Aufgabe 9
Gegeben sei die Funktion f(x) %{xz —2x—15). Bestimme das ¥ O, fur das das rechtwinklige Dreieck mit

den Ecken A(lf(u)), B(ul0) und C(50) einen maximalen Flacheninhalt bekommt.
LOsung

. o 1 1 1,5 - :
Dreiecksflache: A(u)—E-b-h = E-(S— u)-f(u) = g(u —7u°—5u+ 75.
Gesucht: absolutes Maximum von A(u) im Bereich0< 5.

kein relatives Maximum im Bereich vorhanden. (Haafkt bei u = —% und Tiefpunkt bei u = 5)

Bereichsgrenzen: A(0) =78—5 und A(5) = 0= absolutes Maximum bzw. maximale Flache fiir u = 0.

Aufgabe 10 (4)
Gegeben sei die Funktion f(x) =1%x3 + %x. Bestimme das u [0,\/5 ], fur das das rechtwinklige Dreieck

mit den Ecken A(u[f(u)), B(u|0) und C(0|0) einerximaalen Flacheninhalt bekommt.

LOsung
. 3 1 1 3 4 9,
Dreiecksflache: A(u) =-b-h = =.u-f(u) = ——u"+—-u". 1
(u) > > (u) 5" T 1)
relatives Maximum (A'(u) = 0 und A”(u) < 0) bei@ +/6 mit A(6) :%. @)

(Ein weiterer Hochpunkt liegt auerhalb des Bemschei u =—/6:ein Tiefpunkt liegt auRerdem an der
Bereichsgrenze bei u = 0)

Bereichsgrenzen: A(0) = 0 und A(¢_2 ) = 0= absolutes Maximum bzw. maximale Flache bei 6. D

Aufgabe 11

Gegeben sind die beiden Parabeln f(xfsmd g(x) = -X + 4x sowie der Punkt A(4R). Die Senkrechte x = u
mit 0 < u< 2 schneidet f im Punkt B und g im Punkt C.

a) Fur welches u wird die Lange der Strecke BC maxin(a)

b) Fur welches u wird die Flache des Dreiecks ABC maxX? (8)

Hinweis: g hat den Scheitelpunkj(3/4).

LOsung

a) BC(u) = g(u) - f(u) = —2ti+ 4u, BC'(u) = —4u + 4 und BC*(u) = —4> relatives Maximum (BC‘(u) = 0
und BC*(u) < 0) bei u = 1. Bereichsgrenzen: BC£0), BC(1) = 2, BC(2) = & absolutes Maximum bei u
=1.

b) A(u) = %.g.h = %'[g(u) - f(u)}Hu - (-2)] = % [~20 + 4ulu + 2] = -0 + 4u, A'(u) = =34 + 4 und A*(u)

= —-6u= relatives Maximum (A‘(u) = 0 und A“(u) < 0) bei= i Bereichsgrenzen: A(0) =0, A\%) =
3

N

16 , A(2) = 0= absolutes Maximum bei u =2—
33 V3
Aufgabe 12

Gegeben sind die beiden Parabeln f(xf=xx und g(x) = -k sowie der Punkt A(-/D). Die Senkrechte x = u
mit 0 < u< 2 schneidet f im Punkt B und g im Punkt C.

a) Fur welches u wird die Lange der Strecke BC maxin(a)

b) Fur welches u wird die Flache des Dreiecks ABC maxX? (8)

Hinweis: f hat den Scheitelpunki(3—4).



LOsung
gleicher Ansatz, gleiche Rechnung, gleiches Ergelawe in Aufgabe 11

Aufgabe 13

Gegeben sind die beiden Parabeln f(xf = und g(x) = -%+ 4 sowie der Punkt A(). Die Senkrechte x = u
mit =2 < u < 2 schneidet f im Punkt B und g im Punkt C. Furakek u wird die Flache des Dreiecks ABC
maximal? Berechnen Sie die maximale Flache.

LOsung

A(U) = %-g-h - %-[g(u) _HU)2 - u] = %-[—2u2 +8}[-u+2]= ¢ -20-4u+8, AU)= 38— 4u - 4 und

A“(u) = 6u - 4 = relatives Maximum (A‘(u) = 0 und A“(u) < 0) bei = —%. Bereichsgrenzen: A(-2) = 0,

A(—g) = Es A(2) = 0= absolutes Maximum bei u =2
3 27 3
Aufgabe 14

Gegeben sind die beiden Parabeln f(xf=% und g(x) = —x+ 2 sowie der Punkt A(4R). Die Senkrechte x =
u schneidet g im Punkt B und f im Punkt C. Fir Wwek u wird die Flache des Dreiecks ABC maximal?
Berechnen Sie die maximale Flache.

Ldsung

A(u) = %~g~h = %'[g(u) - f(u)Hu - (-2)] = % 20" + 8}u + 2] = -0 - 20 + 4u + 8, A'(u) = -36-4u + 4

und A*(u) = —6u — 4= relatives Maximum (A*(u) = 0 und A“(u) < 0) beis % Bereichsgrenzen: A(-2) = 0,
A(E) = @ A(2) = 0= absolutes Maximum bei u %
3 27 3
Aufgabe 15 (10)
Gegeben sind die Parabeln f(x)—%x2 +3 und g(x) :%xz +1. Zeichne die Schaubilder von f und g in ein

gemeinsames Koordinatensystem mit<2< 2, -1<x<4 und 1 LE = 2 cm. Fur welches u mit 0 < w3

hat das Rechteck mit den Ecken(-H|f(-u)), Exulf(u)), Es(ulg(u)) und E(-ulg(-u)) einen maximalen
Flacheninhalt? Wie grol3 ist dieser Flacheninhalt?

LOsung

A(u) = bh = 2u[f(u) - g(u)] = —g u® + 4u= A'(u) = -4 + 4 und A“(u) = -8u= rel Max bei u = 1 mit A(1)

= g FE. Randwerte: A(O) = A@) =0= abs. Max beiu=1

Aufgabe 16 (10)

Gegeben sind die Parabeln f(x):%x2 + 4 und g(x) :%xz +1. Zeichne die Schaubilder von f und g in ein
gemeinsames Koordinatensystem mit<=8< 3, -1<x<5und 1 LE=1cm.

Fiir welches u mit 0 < u </6 hat das Rechteck mit den Eckef(-E|f(-u)), Ex(ulf(u)), Es(ulg(u)) und
E4(-ulg(-u)) einen maximalen Flacheninhalt? Wie groflisser Flacheninhalt?

LOsung
A(U) = bh = 2u[f(u) - g(u)] = - + 6u= A'(u) = -7 + 6 und A“(u) = —-6u=> rel Max bei u =+/2 mit
A( \/E) = 42 FE. Randwerte: A(0) = A@) = 0= abs. Max bei u =/2



Aufgabe 17 (4)
In den Raum zwischen der x-Achse und dem Schaubitdf;(x) = —%(x + 1¥(x — 5) soll ein rechtwinkliges

Dreieck gelegt werden, dessen Katheten paralletlenu Koordinatenachsen verlaufen. Bestimmen Sie den
maximalen Flacheninhalt, den dieses Dreieck haben.k

Losung
A(u) = %[fg,(u) - 0}H5-u]= % (u+1¥(u-5f= 1% (u* - 8% + 6UF + 40u + 25) (1)
A'(u) = é(u3 - 61 + 3u + 10) :é (u+1)(u-2)u-5) (0,5)
A"(U) = g(u2—4u+1):g(u—2—\/§)(u+2+\/§) 05
= rel Max bei u = 2 mit A(2) % FE. Grenzen: A(-1) = A(5) =8> abs Max bei u = 2 1)

Aufgabe 18 (4)
In den Raum zwischen der x-Achse und dem Schaubitdf_s(x) = —%(x - 1¥(x - 5) soll ein rechtwinkliges

Dreieck gelegt werden, dessen Katheten paralleleau Koordinatenachsen verlaufen. Bestimmen Sie den
maximalen Flacheninhalt, den dieses Dreieck haben.k

LOsung

1 B a1 e 14 B
A(u) = > [f_s(u) — O}[5 — u] = I (u-1¥(u-5¥= I (u* - 120 + 461F - 60u + 25) (1)
A'(u) = é(u3 - 9f + 23u - 15) =§ (u-1)(u-3)(u-5) (0,5)
A’(u) = g(u2—6u+§):g(u—S—%)(u+3+%) (0,5)
= rel Max bei u = 3 mit A(2) =1—g FE. Grenzen: A(1) = A(5) =8> abs Max beiu=3 (2)



