5.4. Prifungsaufgaben zu Exponentialfunktionen miParametern

Aufgabe 1: Bestimmung einer Funktionsgleichung (4)
Bestimmen Sie die Funktion der Gestalt (ax +ajée die x-Achse an der Stelle x = 2 schneidetdirdGerade
g(x) = 2x — 2 dort berihrt.

Losung

f(x) = (ax + b)e mit f(2) = 0> 2a+b=0und f(x) = (ax +a+ B mit f(2) =2 (Ba+ bjg’=2= a= 2

eZ

und b=~ = () = (2x - 48~
e

Aufgabe 2: Symmetrie (4)

Fur jedes reelle Zahl a ist eine Funktiogmégeben durch,ft) = e°’5+ mitt € R. Zeigen Sie, dass jede

a- 0,5t
€

Funktion h ein achsensymmetrisches Schaubild hat.

Losung
Jedes Schaubild ist symmetrisch zur Achse x =@ de
- 1 - 1 -
h(a +1t) = g05(tra) | g0.5€ ¥ 2) - 05t a) 4 q05(t a) =h(@-1v. (4)

Aufgabe 3: Ortskurven (10)

Zu jedem te R ist eine Funktion f gegeben durch ft(x) = x +®&**'mit x € R. lhr Schaubild sei K
Skizzieren Sie K, Ko und Ko.(2)

Nennen Sie die wichtigsten Eigenschaften der KuderSchar. (2)

Berechnen Sie die Koordinaten des Tiefpunktesom K. (3)

Bestimmen Sie eine Gleichung der Kurve, auf der Biefpunkte liegen. (1)

Fur welche Werte von t hat, i§emeinsame Punkte mit der x-Achse? (2)

Losung

Skizzen: 2)
gemeinsame Eigenschaften: alle Schaubilder besitzen

Asymptote y = x flr x> + o (0,5)
genau einen Tiefpunkt, der mit wachsendem t nadtsevandert (0,5)
keinen Wendepunkt (0,5)
und sind linksgekrimmt fiir & R. (0,5)
Ableitungen: f(x) = 1 - 0,5€°**'und §’(x) = 0,25 >>* ** (1)
Tiefpunkt (£(x) = 0 und f’(x) > 0) T(2(t - In(2))|2(t — In(2)) + 1) 2
Ortskurve y = x + 1 1)
fi(xX) = 0 = T liegt auf oder unterhalb der x-Achse 2(t — In(2)) < 0= t <In(2) (2)

Aufgabe 4: Ortskurven (10)
+ £ mitte R. K, sind die Schaubilder der Schar.

+t

Gegeben ist eine Schar von Funktionedufch f(x) = Xi
€

Skizzieren Sie K;, K, und K. (2)

Beschreiben Sie wichtigsten Eigenschaften der Sxhken der Schar. (2)

Berechnen Sie die Koordinaten des PunktesuPK,;, in dem K parallel zur zweiten Winkelhalbierenden y = —x
verlauft. (3)

Zeichnen Sie die Ortskurve der PunkténPdas Koordinatensystem aus a). Zeigen Sie, e&ggine Kurve der
Schar gibt, welche die erste Winkelhalbierende ssaft schneidet. (3)



Losung

Skizzen (2)
gemeinsame Eigenschaften: alle Schaubilder besitzen 2)
Asymptote y =% fiir x — + o0

Sie sind linksgekrimmt und monoton fallesn fig R
Sie entstehen ausKurch Verschiebung um -t in x-Richtung und drimty-Richtung.

Ableitung f'(x) = -26 ®**9=-1= x = -t + In(2)> P(-t + In(2)|t* + 1) 3)
Ortskurve y = (x + In(2f)+ 1 1)
fi schneidet g(x) = —x senkrecht, wer(xj = -1 < x = -t + In(2) (siehe b) (2)
Pege -t+In2)=t*+ 1< t?+ 1 -In(2) = 0. Diese Gleichung hat keine Lésung. 1)

Aufgabe 5 : Tangente an Kurvenschar (5)
Fir welches t schneidet die Wendetangente yen¥ x-€* die y-Achse an der Stelle y = -2 ?

Losung
fi(x) = x-€* mit f/(x) = (tx + 1ye* und f’(x) = (t° + 2t) )
= Wendepunkt VM—% I—t%) (1)
€
2 2
=Wendetangente t(x) = —x T - & 1)
€
. . 2 2 . 2 2 . _
Schnittpunkt mit der y-Achse,®|- T t_z) mit — T —2firt=1+¢&. (1)
e €

Aufgabe 6: Ortskurve und Extremwertaufgabe (10)
a) Untersuche das Schaubild der Funktigr)f= 1+é x—e™ fiir 0 <t auf den Schnittpunkt mit der y-Achse,

Asymptoten, Extrempunke und Wendepunkte. SkizalaeSchaubild von fm Bereich -5< x < 2.
b) Bestimme die Gleichung der Ortskurve der Hochpur&tef.
c) Der Hochpunkt von,fiverde mit H(x|y;) bezeichnet. Die Punkte®d|y), S(x/0) und O(0|0) bilden dann ein

rechtwinkliges Dreieck. Fur welche&t[1; 2] ist sein Flacheninhalt maximal?

LOsung:

a) Schnittpunkt mit der y-Achse (x = 0);(8/0) (0,5)
Asymptote gx) = 1+%x : Xllrrjmft' (x) = é und lim f,(x) - g (x) =Oftr allet >0. (L,5)
Ableitungen: {(x) = % -te™ und f'(x) = —fe* 2)
Hochpunkt (f'(x) = 0 und f"(x) < 0): H{% [1- %) (2)
Skizze: 1)

b) Ortskurve der Hochpunkte: mit u—=% erhalt man O(u) = %.(Parallele zur X-Achse) (2)

c) t=1 (Randwert!) (2)

Aufgabe 7: Ortskurve (8)
2t

a) Untersuchen Sie das Schaubild voix)f = —2'e7 fur t > 0 auf Extrempunkte. Zeichnen Sie eine
X

Schaubildskizze fur§und begriinden Sie das Verhalten vgfiiif x — + o0, X — — o0, X — 0" und x— 0"
b) Berechnen Sie die Gleichung der Ortskurve der Hochpunktg.von f

c) Berechnen Sie die beiden Integralg(s) :Tft(x)dx fir -1 < s <0 und 4&s) = Jlft (X)dxfur s < -1.
-1 S

Berechnen Sie auRerdem die GrenzwdirtoeAl(s), und lim Ay(s). Wie grol3 ist die Flache, die durch das
S— S —00

Schaubild vonfund die Koordinatenachsen ,eingeschlossen* wird?



Losung

2 2 2 2
a) fi()=—(Ty + 3)rex =—"(t+x) e (1)
X X X
1
Hochpunkt (f(x) = 0 mit VZW von + nach -) H-t| tz—z) 2
e
Skizze Q)
1 2
Waagrechte Asymptotém f (x) =0, da— — Ounde* — 1 fir x— to. Q)
X — *oo X
g
Senkrechte Asymptote von rechts, defs -e* — oo - €° = oo flir x —0". (0,5)
X
)
Iin(’)l f(x) =0, da fiir x—> 0" bzw. 1 — oo fy(X) = i( — 0, weil die Exponentialfunktion im Nenner
x-0- X -=[2t
e X
schneller wéachst als die quadratische Funktionedahier. (1,5)
b) Ortskurve der Hochpunkte y —21 5 Q)
x‘e

Aufgabe 8: Extremwertaufgabe mit Tangente und Normée (7)

Die Tangente und die Normale am Schaubild y0f) £ € mit t > 0 im Punkt E0|1) begrenzen mit der x-
Achse ein Dreieck. Berechnen Sie den minimalenHgémhalt, den dieses Dreieck annehmen kann.

Losung

fi(x) = € mit f/(x) = te* hat in $(0|1) die Tangente t(x) = tx + 1 und die Normale r‘réx}%x + 1. Das von
ihnen mit der x-Achse eingeschlossene Dreieck datFlacheninhalt A(t) %'g'h = %(t + %)~1 mit A’(t) =

%(1 - tiz) mit einem Minimum bei t =1 mit A(1) =1 FE.

Aufgabe 9: Extremwertaufgaben mit Tangente (9)
Die Wendetangente am Schaubild vgr)f= (x + tye™ und die Koordinatenachsen begrenzen ein Dreidink. F
welches t wird sein Flacheninhalt maximal?

Losung

f(xX)=(x+tye"mitfy(x) = (—x-t+1)e*und f'X) = (x +t— 2)-e”* 2)
= Wendepunkt W2 — {2 "9 (1)
= Wendetangente t(x) = “ex + (4 - )& 2 (1)
= Achsenschnittpunkte,®|(4 - t)é 2 und $(4 - 10). (1)
= Flacheninhalt A(t) :%-g-h = %-(4 —tpe %= %(—t2 + 4t - 16)& mit A'(t) = %(Zt - 12)é7? 2)
= Minimum bei t = 6 mit A(6) = Z&FE. 2)



