5.4. Ableitungsregeln

5.4.1. Die Substitutionsmethode (Kettenregel)

Satz: Substitutionsmethode oder Kettenregel

Die Ableitung von f(x) =g(z(x)) ist f'(x) = z'(x)g’(z(x))
Z'(x) heif3t auchnnere Ableitung

0'(z(x)) heifdt auckiuRere Ableitung

Beweis:Wegen der Stetigkeit von z(x) giltim0 z(x + Ax) = z(x) bzw. AIimO Az = 0 mitAz := z(x +AX) — z(X)
AX— X —s

und damit
() = lim f(x +Ax) —f(x)
Ax—0 AX
_ im0 AX) —g(2(x)
AX—0 AX
- Olim g(z(x+Ax)) —g(z(x)) z(x+Ax)—2z(X)
ax—0|  z(X+ Ax) —z(x) AX
- Qlim [g(z+ Az)—g(z) z(x+Ax)— z(x)]
Ax—0 Az AX
= 9'(z(x)Z'(x)
Beispiel 1: Beispiel 2:
Berechne die Ableitung von f(x) ={x 2. Berechne die Ableitung von f(x) #x> +5
LOsung: LOsung:
fx) =g9@zx) =f(x) =z(x)rg'(z(x) fx) =9@(x) = f(x) =z(x)g'(z(x)
fix) =(C+2° = f(x) =2x50+ 2* fix) =02 +5% = F(x) =2x0,50*+57°°
= 10x(% + 2)f =X
x*+5
Beispiel 3: Beispiel 4:
Berechne die Ableitung von f(x) —21 c Berechne die Ableitung von f(x) = sif(x 5)
X“ +
LOsung: LOsung:
fx) =9@zx) =) =2z(Xxrg'(z(x) fx) =9@(x) =) =zZ(X)g'(z(x)
fx) =0+t = P(x) =2x(-1)(x*+ 272 f(x) =sink*+5 = f(x) = 2x-cosk’ + 5)
_ 2
T (X2 +5)

Substitutionsmethode in Differentialschreibweise
Die Diffentialschreibweiseist vor allem in der Physik verbreitet und erméltieine vereinfachte und verkiirz
Darstellung der Differentialrechnung. Man schrejbt x — dx und f€) — f(x) — df jeweils fUr§ — x so dass

f©-f0) _ df

€ r = f'(x) Die Substitutionsmethode schreibt sich dam der folgenden einpragsamen Gest

—X X

df _ df dz N . . . _— .

ax = pre d_ Besonders nitzlich ist diese Schreibweise beifdwvendung der Substitutionsmethode in
X z dx

te

der

Integration (siehe 5.1.)

Ubungen Aufgaben zu Ableitungsregeln Nr. 1 und 2



5.4.2. Die naturliche Exponentialfunktion (siehe auch 4.7.1.)

Definition und Satz Uiber die nattrliche Exponentiafunktion
Die einzige Funktion, deren Steigung an jeder &tgénau dem Funktionswert entspricht, ist migrliche

Exponentialfunktion exp(x) = & mit derEulerschen Zahle = AIimoA»\XllJr Ax =2,71828.... lhre Umkehrung i
X—

die nattrrliche Logarithmusfunktion In(x) = log(x).
Beweis: Wenn(e")’ = €* gelten solldann muss firAx — 0 auch gelten
ex+Ax _ & eAx -1

im — =€ < lim

—led-15Axe 5 1+Ax e X1+ Ax — e firAx — 0.
AX—0 AX Ax—0  AX

Ableitung der allgemeinen Exponentialfunktion

Eine Exponentialfunktion y =“amit beliebiger Basis a > 0 und#al lasst sich mit Hilfe des Logarithmus auf d
natiirliche Exponentialfunktion zuriickfiihrer: a (&"@)* = g""@,

e

Die Ableitung ergibt sich dann mit Hilfe d8ubstitutionsmethode (&) = In(a)e&™? = In(a)e"

Beispiel: f(x) = g(z(x)) = et f'(x) = Z'(Xyg’'(z(x)) = 2% e’ ts
Ubungen Aufgaben zu Ableitungsregeln Nr. 3

5.4.3. Die Produktregel

Bei der Ableitung vorBummen oderkonstanten Faktoren gelten einfache Regeln: Summen werden getrennt

abgeleitet; konstante Faktoren bleiben sogar underd Leider ist die Ableitung voRrodukten etwas
komplizierter:

Satz: Produktregel

Far f(x) = g(x)h(x) ist f'(x) = g'(x)-h(x) + g(xyh‘(x). Kurzschreibweise (gh)' = g’h + gh’
Beweis

f(X +Ax) —f(X)

fi(x) = lim
Ax—0 AX
- lim g(X+ Ax)-h(x+ Ax) —g(x)- h(x)
AxX—0 AX
— lim g(X+ AX)-h(x+ AX) — g(x)- h(x+ Ax) 4 g(x)- h(x+ AX) — g(x)- h(x)
Ax—0 AX
_ i [90¢H8%) — 9001 h(x + A%) + g(x)- [(x + AX) — h(x)]
AX—0 AX
= |im w [ﬁ(x +Ax) + g(x)D lim M
Ax—0 AX Ax—0 AX
= g'(xrh(x) + g(xyh’(x)
Beispiel 1: Beispiel 2:
Berechne die Ableitung von f(x) =% 2)sin x Berechne die Ableitung von f(x) =(x 5)€*
Ldsung: Ldsung:

fX) =g(xrh(x) = f(x) =g'X)-h(x) +gx)rh'(x) f(x) =gXx)h(x) = f(x) =g'(x)-h(x) +g(x)>h(x)
f(x) = (% +2)sin x = f(x) = 2x-sin x +(x* + 2)cos xf(x) = (x> + 2y = f(x) = 2x€ + (X + 2)€&

= (X + 2x + 2)e*
Beispiel 3: Beispiel 4:
Berechne die Ableitung von f(x) = (2x +-215; Berechne die Ableitung von f(x) = (x +-la)(2+5
LOsung: LOsung:

fxX) =g(x)h(x) = f(x) =g'X)-h(x) +g(xrh‘(x) f(x) =gx)h(x) = f(x) =g'(x)h(x)+g(x)»h'(x)
fx) = (E+2yJVx = F(X) = 2x/x + (x2+2)(—%)f(x) = (x+ 1)y 5= f(x) = 16 5+ (x + 1)2xe’ 15
X

:gx& S = (2% +2x+ 1) 18

JIx

Ubungen: Aufgaben zu Ableitungsregeln Nr. 4 und 5



5.4.4. Die naturliche Logarithmusfunktion (siehe auch 4.7.2.)

Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen

Fiir die Funktion y = f(x) mit der Ableitung f'(x)nd der Umkehrung x =¥(y) ist [f *(y)]’ = ﬁ
y

Beweis Wie beim Beweis der Kettenregel in 5.4.1 nutzhma

die Stetigkeit von f(x) in der ForrAﬁm0 f(x + AX) = f(x) bzw. AIim0 Ay = 0 mitAy = f(x + AX) — f(X) sowie
X— X—>

die Stetigkeit von(y) in der Formlim0 3y + Ay) = f1(y) bzw. Iim0 Ax = 0 mitAx := fi(y + Ay) — fi(y)
Ay— Ay—

und erhalt

Py +ay) 5y - AX _ 1 _ 1

Ay m-0f(x +AX)—f(x)  f/(X)  /(FYy))

() = im,

Ableitung der natirlichen Logarithmusfunktion

Mit f(x) = £(x) = e* und f(y) = In(y) erhalt man aus dem obigen Satz In’(y§ = 1 1 = 1.
y

) ()

Ableitung der allgemeinen Logarithmusfunktionen

Bei der Logarithmusfunktion ergibt sich der Ubergang zu einer anderen Basikirah (nachgeschaltete

In(x)

Multiplikation des Funktionswertes mit dem Faktet—: log,(x) = ——= . Der Faktor bleibt bei der Ableitung

1
In(a) In(a)
1
x-In(a)

einfach stehen: lgifx) =

Beispiel: f(x) = g(z(x)) = In(x* + 5) = f(x) = 2'(x)g’(z(x)) = 2)(-2L
X“+5

Ubungen: Aufgaben zu Ableitungsregeln Nr. 6

5.4.5. Die Quotientenregel

~

Satz: Quotientenregel

Fur (x) = % mit h() # 0 ist ) = L& “‘(?()‘)?’Z(X" "0 urascheibweise (9 = —g'hh; gh
X

Beweis

Man schreibt den Quotienten als Produkt f(x) = g(he(%—) und verwendet difroduktregel und dieKettenregel:
X

9'(x) _g(x)-h'(x) _ g'(x)- h(x)—g(x) h'(x)

f'(x)=9'<x)-i+g(x)-[i]=g'(x)- L g (- )y =

h(x) h(X) h(X) (h(x))Z h(X) (h(X))2 (h(x))2
Beispiel:
Bestimme die Ableitung von f(x) —X2 +5
3x—1

Losung:
o= 90 L gy = IXN)-9K)-'(X)

h(x) (h(x)?
f(x) = X2 +5 5P = 2x-(3x—1)— (X2 +5).3 _ 32 —17%— 15

3x-1 (3X_ 1)2 9X2 _ 6X+ 1

Ubungen: Aufgaben zu Ableitungsregeln Nr. 7 — 11
Aufgaben zur Kurvendiskussion zusammengesetztétiénen Nr. 1 - 9




