5.5. Aufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Stammfunktionen
Bestimmen Sie jeweils alle Stammfunktionen fir die folgenden Funktionen:

a) fx)=0 f) f(x)=x k) f(x) =x"mitn e R{-1} p) f(x)=16x*+x—7+ iz - %
X X
b) f(x)=1 g) f(x)=x3 [) f(x)=5x*—3x+6 q) f(t) = 3¢ L
2 2t
¢) f(x)=2 h) f(x)=x2 m) fx) =x*—x*+x*—x+1 ) f(x) = axX"+ap X+ ..+ aX + ag
d) f(x)=ae R i) f(x)=x? n) f(u) = 4u®*—3u?+7u s) f(t)=sint
e) f(x)=x i) f)=x* 0) f(x)= %xz —3x+ x5 t) f(t) = cost

Aufgabe 2: Hauptsatz und Eigenschaften des Integrals
Berechnen Sie die folgenden Integrale:

1 2 3 3
a) f(—%x2 —x+g)dx d) [x%dx, [x?dx und [x’dx (Intervalladditivitat)
-1 1 2 1
2 1
b) [ (x®+x?)dx e) [x%dx (Vertauschung der Grenzen bzw. dx < 0)
-1 2
—2 3
) [(x*+3x+2)dx f) [ (x* —4x+3)dx (Flichen unterhalb der x-Achse bzw. f(x) < 0)
-3 0

Aufgabe 3: Flachen unterhalb der x-Achse
Berechnen Sie den Gesamtinhalt F aller Flachen, die von den Senkrechten x = a bzw. x = b sowie von der x-Achse
und dem Schaubild von f begrenzt werden:

a) fx)=x*—1mita=—-1lundb=2 d) fx)=x*—xmita=-1undb=1
b) f(x)=—x*—4x—-3mita=—4undb=-1 e) f(x)=x*—xmita=-1undb=2
¢) f(x)=x*mita=-1lundb=2 f) ft)=sintmita=-nundb=n

Aufgabe 4: Flachen unterhalb der x-Achse
Berechnen Sie den Gesamtinhalt der Flachen, die durch das Schaubild von f und die x-Achse eingeschlossen werden.
a) fx)=—x*+1 b) f(x) = x® - 4x ¢) f(x)=—x*+x d) f(x) =x>—3x* + 2x

Aufgabe 5: Flachen zwischen zwei Schaubildern

Berechnen Sie den Gesamtinhalt A aller Flachen, die durch die Schaubilder der Funktionen f und g sowie die
Senkrechten x = a und x = b eingeschlossenen werden.

a) fX)=—x*+2,g(x)=—x*+3,a=-1undb=1 d) fx)=x% g(x)=x,a=0undb =2

b) f(x)=x%g(x)=2,a=-1undb=1 e) fx)=x%g(x)=x}a=—2undb=-1
¢) f(x)=3x g(x)=—x+2,a=0undb=1 f) f(t)=sint,g(t)=cost,a=—%,b=%

Aufgabe 6: Flachen zwischen zwei Schaubildern

Berechnen Sie den Gesamtinhalt A der Flachen, die durch die Schaubilder der Funktionen f und g eingeschlossen
werden.

a) fx)=x49()=2-x* h) f(x) =3, g(x) =x* c) f(x)=x3 g(x) = x d) f(x) =x3—3x, g(x) = 2x°

Aufgabe 7: Variable Grenzen
Geben Sie an, fur welches t die Flache A(t) genau 2 FE groR wird.

a) A(t)= j(—x2+%)dx c) Alt) = ](xz—%)dx e) Alt) = j"(x2+t)dx
0 1 1

t 4 t 4 t 2
b) A(t) = {(x2+§x+l)dx d) A(t) = {(xz—gx—l)dx f) A®t)= {(xzfgtx+2)dx



Aufgabe 8: Substitutionsmethode

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Substitutionsmethode:

n i

a) }(2x~ X 2)dx
0

(x+1)
D [@xe’ e g [X0
1 o (X2 —5x+6)
1 il 0,5
c) [e*dx h)
{ {x"’ — +1
5 « 1 1
d e "dx i —
) { ) {x+1
0 L 4 X
e) [e "dx j)
,fg {xz -1

Aufgabe 9: Produktregel

1
[x-In(x*+1) dx

0 }[ 2tx ] )

X%+t

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der Produktregel:

2 1
a) [ (x-e*)dx 0 [ (x-e®)dx
0 -1

b) Jl“(x2 -e¥)dx d) j(x~ e ¥)dx
0 1

0 0
3 B 3 2
fllx 4dx 9 f(lnx) dx
5 x—1 5 X
12 2

m) fx +tdx 0 f\/Inde
g X+t 1 X
142 2e

n) ft 2_1xdx S) fln—xdx
ot e X

0) }Inx dx t) jln(x+l)dx
1 o X+1
1 3

e) [(x* e *)dx 9) [(nx)? dx
0 1
e? 2

f) [x-Inx dx h) Inx
e 1 X

Aufgabe 10: Substitutions- und Produktregel mit beliebigen Grenzen
Zeigen Sie durch Integration von f(x) uber ein beliebiges Intervall [a; b], dafl F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist.

a) f(x) = 4e™ mit F(x) = 2¢>
b) f(X) = e70,5x—1 mit F(x) = _Ze*O,Sx— 1
c) f(x)= —6e >+ mit F(X) = 9~ +1

d) fx) =2x e mit F(x) = 2%

e) f(x) = —6x-eX ! mit F(x) = —3¢e*

—x24x-1

f) f(x) = (4x—2)e L mitF(x) = —2e
g) f(x) = (x + 3)e* mit F(x) = (x + 2)e*
h) f(x) = (—2x — 1)e* mit F(x) = (=2x + 1)e*
i) f(x) = x%* mit F(x) = (x* — 2x + 2)e*

Aufgabe 11: Uneigentliche Integrale

j) () = (x+3)e ™ mit F(x) = —(x + 4)e
K) f(x) = (—3x + 11)e¥* mit F(x) = (-x + 4)e*
) f(x)=—(6x+1)e " mit F(x) = (2x + 1)e >*!

m) f(x) = (2x — 5)e* ! mit F(x) = (x — 3)e****!

1 5
= —Inx*+1
3 ( )

1
4x +8

p) f(x) =1+ In(x) mit F(x) = x*In(X)

q) f(x) = (In(x))* mit F(x) = x-(In(x))? — 2x-In(x) + 2x
1) f(x) =1 - (In(1 — x))? mit F(x) = (1-x)-(1-In(1-x))?

0) f(x) = ~ mit F(x) = -

Schreiben Sie die folgenden uneigentlichen Integrale als Grenzwert und berechnen sie ihn:

a) fx—dx c) {)&de
|

b) d —d

) e ) e

Aufgabe 12: Uneigentliche Integrale

Geben Sie alle n > 0 an, fir die die Flachen A bzw.
B zwischen der Hyperbel f(x) = x " und der y-Achse
bzw, x-Achse endlich sind und berechnen Sie ihren
Inhalt in Abhangigkeit von n.

q) Tx-e’xzdx

i

1
1 —
hy [—e xd

f) Te’xdx
0

f(x)




5.5. Losungen zu den Aufgaben zur Integralrechnung

Aufgabe 1: Stammfunktionen (c € R)
a) Fe(x)=c

b) Fe(X)=x+¢

c) Fe(X)=2x+c
d) Fe(X)=ax+c
e)

Fe(x) = %xz +c

f)

Fe(x) = %x3 +C

9) Fe(xX) = %x“ +C

1 5
h) Fc(X):*EX +C
) Fe(x)=—x"+c¢

)

Fe()=Inx+c¢

K) Fo(X) = —— x™ 4 ¢
1

3

53 2
) Fe(X)=—-x"—=x"+6x+c
) Fe =X =2

15 14 13
m) Fe(X) = =X — =X"+ =x"—
) Fe() = ¢ 3

1.
X+ X+C
4 2

n) Fe(u) =u*—u®+ %u2+c

1 3 3 2 2 1,5

0) Fe(X)= =x"— =x"+ —=x7”—5bx+c¢

) Fe(®) > > 3

p) Fe(x) = Borleorxre- 24 12
5 2 X x2

Q) Fol) =S¢~ i+c

N Fe(X) = naJ:l

s) F(t)=—cost+c
t) F(t)=sint+c

n+1 + anfl

X

a
X"+ +71x2+a0x+c

Aufgabe 2: Hauptsatz und Eigenschaften des Integrals

1

1
1 2 3 1 3 1 2 3 17 3 2 1 5 11 8
a —=X"=X+=2)dX = |[-=X"—=X"+=X| = —=|{x"4+3X"—-9%| =-(-=%)-(—=)==-FE
) 3 > R B L)) = g
2 2
3 2 1 4 1 3 8 1 1 3
==X+ =(@4+7)-(--7)=6-FE
b) fl(x+x)dx 4x+3x71 4+3)-(5 —3)=65
2 1.5 3 ! 2 _5
) [(x*+3x+2)dx = |Zx°+> x> +2x :—[2x3+9x2+12x => FE
A 37 2 4, 6 3 6
2 5 7 %o 19 %2 26
d [x*dx = — FE, [x®dx= = FE, [x’dx = — FE,
1 3 2 3 1
1 ) 7
e x“dx =—— FE
) { 2
Lo 32 4 4 8
) A= [[(*—4x+3dx| + |[[(x* —4x+3)dx| = |- |+|-=| = = FE
5 1 3 3 3
Aufgabe 3: Flachen unterhalb der x-Achse
! 2 4 4 8
a) A=|[(*-Ddx| +|[(x*-Ddx = = + - = ZFE
Y 1 3 3 3
2 + o 4 4 8
b) A= |[(-—x*—4x-3)dx| +|[(—x*—4x—-3)dX = [-=[+|-| = - FE
—4 -3 3 3 3
0 2 17
c) A= fx3dx +|[x%x| = =+4 = == FE
-1 0 4
d) A= }(x3—x)dx " j(x3—x)dx 1.l
—1 0 4 4 2




e) A= + +

}(x3 — x)dx
“1

} (x® — x)dx
0

} (x® — x)dx
1

T

[ (sintydt

0

f) A=2 = 4FE

Aufgabe 4: Flachen unterhalb der x-Achse
1 =2 2_14 FE
3 "

1
1
a) A=2 [(-x?+Ddx =2-|—-=x3+x
) {( ) l 3 3

0

2
| =2|-4| =8 FE
0

NCP::
4

2
by A=2| f(x374x)dx | =2-|
0

1 1
1 1 2 4
A=2 [(—x*+x%)dx =2-|-=x* +=x?| =2:— = — FE
c) {(x+x)dx { 5 X +3x0 5T I
1 2 1
d) A= [ —3x*+2x)dx +| [ (x*—3x? +2x)dx |= Zx4 —x3 4 x?
0 1
Aufgabe 5: Flachen zwischen zwei Schaubildern
1
a) A= [1dx =2FE
-1
r 1
b) A=|[(x*—2)dx| = 35 FE
-1
0,5 1 1 1
c) A=|[ (4x—2)dx|+| [ (4x-2)dx| = =+= =1FE
0 0,5 2 2
1 2 1 s
d) A=|[(x*=x)dx| + | [ (x*—x)dx| = = +> =1FE
0 1 6 6
Foa o 1
e) A= x*—x°)dx| = 6-— FE
) :fz( ) T
0,257«
f) A=| [ (cost—sint)dt =22 FE
—0,757
Aufgabe 6: Flachen zwischen zwei Schaubildern
1
2) A= |[(@x2-2)x| = 8
-1
1
b) A=|[(x*—x*)dx| = —
0
0 1
o) A=|[(C—x)dx|+| [ (x*—x)dx| = 1,11
1 0 4 4 2
¢ ) 23 a2 7 45
d) A=|[(®—2x*—3x)dx|+| [ (x*—2x*—3x)dx| = — + —
) 0 12 4

A|©

1

0

+

lx“ 3 4 x2
4




Aufgabe 7: Variable Grenzen

t
a) A®)= f(—xz—s—%)dx :—%t3+%t:2¢>t3—7t+620©t:1
0

t
b) A(t)= f(x2+%x+l)dx = %t3+ §t2+t:2¢>t3—2t2+3t—6:0:>t:2

0

t
9 AD= [P-Dyx=1f-Zt-L+losef1-6=0-1=2
A R R T

1o 2

t
d) A()= f(XZ_fx_l)dx: — _tz—t—§ +=+2=2e-20-3t=0=>t=3
5 3 3 3 3

2
&) A= [(x*+tdx = Lospor- L =1 st=201a+6t=12>1=—2
3 3 3 3

1

2 1g to
A= [P -Stx+2)dx = =2~ —?+2t=22t=2=>t=1
H Aw® j( g X+ = 2t o

Aufgabe 8: Substitutionsmethode

3 7
a) f(2x~e"2*2)dx = [efdz = e'—e? ~ 1096,50 mit z(x) = x* - 2

0
2 2 0
b) [(@x-e )dx = 2[2x-eX “dx =2 [e'dz = 2(L-e) ~ 1,90 mitz(x)=x*—4
1 1 -3
c) jes”ldx = 11113'e3x+1dx = lj"ezdz = 1(e“—e) ~ 17,29 mitz(x) =3x + 1
0 3 0 3 1 3
5 5 -5
d [eXdx = —[(-1)-e¥dx = - [e'dz = ~(e°~1) ~ 0,99 mit z(x) = —x
0 0 0
Olfx _707 1—-x __lz — —f(a_ aN ~ H -1 _
e) [e¥dx = —[(-1)-e¥dx = - [e’dz = —(e—¢") =51.88 mitz(x)=1-x
-3 -3 4
9 10 10
1 1 1
f) dx = | —=dz = [——} = 09 mitz(x)=x+1
{(erl)2 {zz z)
N jl" ax-10 |2 J_ 2
o (X2 —5x+6)? x* -5x+6), 3
0,5 0,5 0,5
h) f 4 2Xz dx = 22X ydx == 21 - =
0 X —2xX° +1 0 (X —1) X —10 3
|
) [——dx=In2
o X+1
4 4
. 1,, 5 1
dx = |=In(x=1)| ==In5
D i P I
1 1 1+t 1
k) f[x— Stx ]dx = [xdx - tdz = Lyl - tInzi+t = l—t(In(1+t)—Int)mitz(x):x2+t
0 X"+t 0 t 0 2
3 _ 2 2
l) fllx Yix = f“z” f11+ = 11z +7I@)7 = 11+71n(2) ~ 15,85 mit z(x) =x — 1
2 X-1 1 2 1 '
1,2 1+t 2 1+t 2 1+t
x?+1t 2z +t2+t 2+t 1, ) 1 ) [ 1]
m ax= [ Ty = (2 dz =|=z" —2tz+(t“ +t)In(z ==—t+ (" +t)In[1—=
) {x+t { z {[ 2 ( ) ()t 2 ( ) t




1t2—1
DR

-1

0) jln(x)dx =
1

x-In(x)—xl

p) }x-ln(x2+1) dx = %jZX-In(XZJrl) dx = jln(z)dz = %In(Z)—
0 0 1

3 2 In3
(Inx) 2
—dx = z°dz =
P [ X |‘nf2
2 I In2
) f‘“x Iflf dz =
n
Inx In 2e
S) —dx = zdz =
{ X |nfe

In(2)

1
) f In(x+1)

o X+1 In(L)

Aufgabe 9: Produktregel
2 2
[ (x-e¥)dx = {x-e" -
0 0

1

b) [(x*e)dx = {xz-
0
(Ergebnis aus a) einsetzen!)

1 1
0 [(x-e®)dx =
“1

X.EEZX
2

-1

2
tlfd= -1

1, ova 1
3 n@)" 3

z X X2
{(1-9 Ydx = [x-e ,

1
e[ - [ (2x-e¥)dx = [xz-
0 0

Lol
- [@Ze®)dx =
Y2

12l

2

2

-1

= (2:In(2) —2) — (0 — 1) = 0,39 mit Stammfunktion aus Formelsammlung

~ 0,19 mitz(x) =x*+1

N |-

(In(2))* ~ 0,33 mit z(x) = In(x)

In2

< 21,5

- %(m(z))l’5 ~ 0,38 mit z(x) = In(x)
0

%(m(ze))?— % ~ 0,93 mit z(x) = In(x)

dx = [ z.dz = %(m(z))2 ~ 0,24 mit z(x) = In(x + 1)

2 _ 5
. =e“+1~8,39

= {(x—l)-ex

exz —2[

= [(x2 —2X+2)-e*

1 1 1
x| _ lleZX 36?2190
1

4

1
X-—e
2

1 1.
(2 4)

= le2+
4

SN

-1 -1

1
=e—-2~=072
0

2 B 2 2 B 12 B 2 P
d) {(x‘e dx = [x-(fe I - Jl"(l.(—e Ndx = [7x~e -l = {(fxfl)-e *| =-3e?+2¢"~033
L 1 1 1 L 1
) [(x*-e)dx= [xz-(—e’x)o - [@x-(-e)dx = [—xz-e*’( o 2f(eeMax = [—xz-e’x + 2
0 0 0
(—x—1)-e*X2 = [(—x2 —2x—2)-e*"2 =-5.e 1 + 2~ 0,16 (Ergebnis aus d) einsetzen!)
¢ 1 “ 1 LF 1 “ 1
_ _ 2 2| _ 2 _1 20,0 N
f) {x~|n(x)dx = |=x? In(x) f x> = dx= 2x -In(x)e - ZX e = ZX (2In(x)—1)]e —Ze (3e“—1)~ 39,10

w

9 [(n(x)® dx =

1

{x(ln(x))2 —xlan - (xIn(x)—x—xf =

h) f@dx: i[%ln(x)dx = 10 In(x) % - J%In(x)édx

1 1

(XIn(x) —x)- In(x)1

3 1 3 3
- { (x-In() %) dx = [x(ln(x))2 —xln(x)]l - { (In(x)—1) dx
[x(ln(x))2 —2xIn(x) + 2x]3 =3.(In(3))2— 6:In(3) + 6 — 2 ~ 1,03

(|ﬂ(2))

= j@dx

1

In(x)- In(x) ~ 0,24,



Aufgabe 10: Substitutions- und Produktregel mit beliebigen Grenzen

[foox = [2.2¢%ax = [2e'dz = [2°[" = [2-e] = F(9°
a) [f()dx = [2.2e%dx = [2e’dz = La—[z-ea— x),
a a 2a
b b —0,5b—1
_ 1 _05x-1q, _ z4, _ 2051 —05x-1]° _ b
b) [foodx = [ (—5g) (09 dx = [ —2¢fdz = [—Ze ]_OVSH = [-2e = 0,
a a —0,5a-1
b b —3b+1 —3b+1 b b
) [f(x)dx = [(~6)-e > dx = f 2.(-3e dx = [ 2e%dz = |2¢7| = [2-e‘3x+1 = F(x),
a a —3a+1 at 2
B [foox = [2.xe2%d —05b222d—2 " 2| = R
) [fegdx = [2-x X fez [e o5 = |2°€ a—(x)a
a a 0,5a>
Teooix = [ 20k = | stz = -3t = 3o ] = Fpo®
e) [f(x)dx = [(~3)-2xe* "dx f e’dz { %, —l G x),
a a a?+1
b b ~b*+b-1 —bZ4b-1 2 b
fo)dx = [(=2) (—2x + e ™ ldx = —2e’dz = |—2¢* = [—Z-e*" 12 Fx)
I fl 2] L = F0o,
b b s b®—b? ~2b+1 b%—b?—2b 2 b
9) [f)dx = [(3x*—2x—2)e* P Mdx = [ e'dz =|e ]3 , o el 2 g P
2 a o’ —2as1 a®—a’—2b+1 a a
b b b b b b
h  [f(x)dx :[ - [Le¥dx = [(x+3)-exa - = [(x+3)ex—lexa = [(x+2)-ex = F0,
a a
) b b b b b b
i) [foodx = [(—2x—1)-ex - [(-2)-edx = [(—2x—1)-ex —[(—2)ex = [(—2x—1)ex—(—2)ex
a a a a a a
b b
(~2x+D)-e*| = F(x),
a
b 2 r 2 X b ° X 2 X
i = X — .eX = . eX — — = .eX
) ff(x)dx = [x e f2x e*dx [x e [er . {Ze dx {x e {2xe 12
[x [(x —2x+2)-¢*| = F(x):

b
0 [fodx = [(XJrs).(—e*X)a - fl-(—e’x)dx - [(_x_s)-e*X: ~ o] = {(—x—3)e’x—le’xz
x| = Fo
° - 1 3x ° 3x - 11 3x ° 1 3x ;
) [fQdx = (—3x+11)-(§e ) f( 3). e yax = (—x+3)-e - 3¢
11 5 1 5 (b b
(x+ e 3¢ = (x+ 26| = F(X),
m) }f(x)dx = \(—sx—l).(—le:”“)b — }(—6)-(—1e’3"“)dx = (2x+1)-er3x+lb l 2 g o
a 3 a a 3 3 a 3

b
1, _ 2 _ _ b
(2X+§)e 3x+1 +§e 3x+1 - [(2X+1)e 3X+la - F(X):
a
b 121bb121 521b 121b S5, oxt1 1 ox
n [f(x)dx = (2x—5)-§e X —f2~§e “ax = [(x —2) - e — ¢ o= (X_E)e x* —5¢ *
a a a a a
b b
2x+17 —
[(x—s)e = F(,
b b b2+1 b?+1 b
0) [f(x)dx = fi.zx 1 idz = —In(z) = l|n(x2+1) = F(x)"
2 2 2 a
a a a+l a“+1 a




p) ff(x)dx = f— ”

(2b+4)?
—d = 1 12 dz = { 1
a 2 (2 +4) (2a+4)? 2 z

b
b

= F()»

(2b+4)? ) ' 1
2(2x +4) |,

(2a+4)

q) ff(x)dx = f(1+ln(x))dx = x+x~ln(x)—x2 = F(x): (mit Stammfunktion des In aus Formelsammlung)

r ff(x)dx = jln(x) In(x) dx = [(xln(x) x)In(x) f(xln(x) X)- —dx = [x(ln(x)) —xIn(x)] j‘(ln(x)—l)dx

= [x(In(x))? —xln(x)]a ~ xIn(x)—x—x_ = [x(ln(x)) ~2x|n(x)+2xL = F(x)!

s) }f(x)dx :jb‘ 1—(In(l—x))? dx = x;’ — jb‘(ln(l—x))2 dx

= X1 +[@—0n@—x)* ~ 20— X) I - X) + 21— X)]:

= @)@ x)? 20— ) In@-x)+ @ %) +1]:

2 b 2 4P 21P b
= [(1—x)((|n(1—x)) —.2|n(1—x)+1)+1}a = [(1—x)(|n(1—x)—1) +1L = [(1—x)(1—|n(1—x)) = 0,

(Die 1 faIIt bei der Differenzbildung weg!)
1-b

NR: f(ln(l x))?> dx = [Inz:Inz dz = (zInz— z)Inz
1-a

= {z(ln 2)?> —zIn z]l:a - l[a (Inz—1)dz = [z(ln 2)2 —zlIn ZL:

b 1-b 2 1-b
- zlnz—z-z =|z(Inz)"—2zInz+2z
. -

- f(zlnz z)

1-a
b
= [(1—x)(|n(1—x))2 —2(1—x) In(L—x) + 2(1— x)] mit z(x) = 1 — x
a
Aufgabe 11: Uneigentliche Integrale
[ee] 1 o0 2 1
a) |—dx =1 —dx-2 e) =2 g [xeXdx=2=
[ ) [ s ! :
1 y 14 1 1
dx =1 d) =2 f) e dx =1 h)y | —-e xdx ==
£ e ] oo

Aufgabe 12: Uneigentliche Integrale

1 1 1 1
Firn<listA= f—dx —[—xln} =— und
0 X 1-n 0

o0 b
firn>1ist A= fidx: |im[ixl-n} = L_
1 ) o



