5.5.Abituraufgaben zu Logarithmusfunktionen

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Integiation ohne GTR (24)

2
Fur jedes reelle t und x > 0 sind die Funktionamti g gegeben durcif) = 2(Inx + tf und g(x) = 2(Inx -1)
X

Das Schaubild von heil3t K; K sei das Schaubild von g.

a) Untersuchen Sie Kauf Asymptoten, Achsenschnittpunkte, Extrem- undndépunkte. Zeichnen Sie_K
fir 0,5<x<10mit1 LE=1cm. (12)

b) Untersuchen Sie K auf Asymptoten, Achsenschnittprinknd Extrempunkte. Zeichnen Sie K in das
Koordinatensystem aus Aufgabe 1. Hinweis: Bescle@riie sich bei der Untersuchung der Extrempunkte
auf die 1. Ableitung und argumentieren Sie georsetti(8)

c) Bestatigen Sie durch Integration, dasg(%) = 2x(Inxy — 8xInx + 10x und G(x) =§ (Inx — 1)%. (6)

d) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die durcliKdigen K_; und K eingeschlossen wird. (4)

LOsung
Teil a)
Asymptoten:
Fir x— 0 strebt {x) gegen +o = senkrechte Asymptote bei x =0 (1)
Achsenschnittpunkte:
2(Inx + tf = 0= doppelte Nullstelle bei x =&= Beriihrpunkt (Minimum!) Ne-'|0) (1)
Ableitungen:
(0 = 20 + 1, 1100 = 425HL e = 4 TTETINX gy - g 223% 20X (3)
X X X
Extrempunkte:
Inx+t _ et a2t . 4
4 =0=> x=¢e; f(e~) = 4e~ = Tiefpunkt T(e—|0) (2)
X
Wendepunkte:
1-t-In
477" 0 x= - f(e 1Y) = —4e¥-Y 2 0 > Wendepunkt We' - 2) @3)
X
Zeichnung (2)
Teil b)
Asymptoten:
Fir x— 0 strebt g(x) gegen« = senkrechte Asymptote beix =0 (0,5)
lim g(x) = 0= waagrechte Asymptote y = 0 flr-x + co. (0,5)
X = +00
Achsenschnittpunkte:
2(Inx-1)2 . . .
———— = 0= doppelte Nullstelle bei x =& Berthrpunkt (Minimum!) N(&) Q)
Ableitungen:
2(nx-1? 4nx-1)-2(nx-1)2 2(nx-1)(B-Inx)
g(X) =4 (X) = 2 = 2 (1)
X X X
Extrempunkte:
2(Inx-1)(3-Inx) ,
2 = 0= x, = e und x = € => Tiefpunkt T(¢0) und Hochpunkt Hf&8e®) (4)

Begrundung: Da die Funktionswerte nie negativ werden, vetldat Schaubild ausschlieBlich auf und tber der
x-Achse. Ein Extrempunkt, der auf der x-Achse ligguf3 daher ein Tiefpunkt sein. Der zweite Extrenipu
kann nicht wieder ein Tiefpunkt sein, da zwischemiZTiefpunkten ein Hochpunkt (oder ein Pol) liegeal3.
Zeichnung 1)



Teil c)

b
[ £24.00dx = ZT(Inx—l)(Inx—l)dx
b j’ 1
= 2(xInx-x=-x)(Inx-D]° - 2 (xInx=x=x) dx )
:2[x(lnx)2—3xlnx+2x]l:l — 2[xInx-x-2x]° (1)
= [2x(in ) ~8xIn x +10x° (1)
= [Fal2.
b b (In X _1)2 Inb-1 1 Inb-1 2 b
[ g0ydx =2["-dx =2 [Zdz = z[-f] = [— (Inx—1)3} =[P (3)
a a X Ina—1 3 Ina-1 3 a
Teil d)
Integrationsgrenzen
2(nx-1)?
f_1(x) = g(X) < 2(Inx — 12 = @ x(Inx — 12 = (Inx — 1> ¢ (x — 1)(Inx — 1) = 0

= x; = 1 und %3 = e (doppelte Nullstelle => Beruhrpunkt der bei@&haubilder!) (2)

= A= F(f—l(x) - g(x))dx=[F_4 (x) —G(X)]f=[2><(ln x)% =8x In x +10x —% (In x —1)3]8:4e— 9% . 2)
1

1

Aufgabe 2: Kurvenuntersuchung mit Parametern, Integation (24)
Fir jedes reelle t und x > 0 sind die Funktionemrfd g gegeben durch(¥) = 2(Inx — t)? und g(x) =
_n2
M Das Schaubild von heif3t K; K sei das Schaubild von g.
X

a) Untersuchen Sie fauf Asymptoten, Achsenschnittpunkte, Extrem- unehdépunkte. Zeichnen Sig Kir
0,5<x<10mit1LE=1cm. (12)

b) Untersuchen Sie K auf Asymptoten, Achsenschnittprinknd Extrempunkte. Zeichnen Sie K in das
Koordinatensystem aus Teil a). Hinweis: BeschrarBiensich bei der Untersuchung der Extrempunkte auf
die 1. Ableitung und argumentieren Sie geometri¢g8h!

c) Bestatigen Sie durch Integration, dagi = 2x(Inx — 8xInx + 10x und G(X) :g (Inx — 1)°. (6)

d) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die durcliKdigen K; und K eingeschlossen wird. (4)
Losung

Teil a)

Asymptoten:

Fir x— 0 strebt {x) gegen +o = senkrechte Asymptote bei x =0 (1)
Achsenschnittpunkte:

2(Inx — t)?> = 0= doppelte Nullstelle bei x = e> Beriihrpunkt (Minimum!) I€'|0) (1)
Ableitungen:

f(x) = 2(Inx — t)?, f'(x) = 4 Inx -t 1+t-Inx —2t-3+2Inx

') =4 X—2 ) =4 NE 3

Extrempunkte:

X1 o x=é f(e") = 162> 0= Tiefpunkt T(€0) )
X
Wendepunkte:
1+t-Inx _ M pegn 14y _ 4o 3(14) 14t
4=———= =0=x=¢€", f“(e™) = —1e "% 0= Wendepunkt We'"|2) 3)
X

Zeichnung (2)

4




Teil b)

Asymptoten:
Fir x— 0 strebt g(x) gegen = senkrechte Asymptote bei x =0 (0,5)
lim g(x) = 0= waagrechte Asymptote y = 0 flir-x + . (0,5)
X — +00
Achsenschnittpunkte:
2(Inx -1)? ) i} -
———— = 0= doppelte Nullstelle bei x =& Berthrpunkt (Minimum!) N(&) Q)
X
Ableitungen:
2(nx-1)? Anx-1)-2(nx-12 _ 2(nx-1)@E-Inx
g0 = 2”2 Anx =D =2nx=)? _ 2nx-YE=Inx) M
X X
Extrempunkte:
2(Inx —1)2(3—In X) - 0= x, = e und x= € = Tiefpunkt T(€0) und Hochpunkt Hfé8e?) (4)
X

Begrundung: Da die Funktionswerte nie negativ werden, vetldat Schaubild ausschlie3lich auf und tUber der
x-Achse. Ein Extrempunkt, der auf der x-Achse liggtuf3 daher ein Tiefpunkt sein. Der zweite Extrenkbu
kann nicht wieder ein Tiefpunkt sein, da zwischesizTiefpunkten ein Hochpunkt (oder ein Pol) liegeal3.

Zeichnung 1)

Teil ¢)

b b

j f, (X)dx =2 j (In x =1)(In x = L)dx

b

:2[(xlnx—x—x)(lnx—1)]g —Zj(xlnx—x—x)%dx (2)
:2x(lnx)2—3xlnx+2x]2 — 2[xInx=-x-2x]° (1)
= [2x(|n x)2 —8xIn X +10x]§ )
=[ReL:-

b b (In x =1)2 Inb-1 1 . o b

[ 90)dx = ZIT dx =2 [z%dz = 2{—23] = [§ (In x—1)3} = [e)]P. (3)

a a Ina-1 Ina-1 a

Teil d)

Integrationsgrenzen

_ 2 _ 2(Inx—1)2 2 _ 2 _

f1(x) = g(x) & 2(Inx — 1Y = — & x(Inx — 1 =(nx— 1) & (x — L)(Inx— 1) =0

=>x; = 1 und %3 = e (doppelte Nullstelle- Beriihrpunkt der beiden Schaubilder!) (2)

=> A:f(fl(x) = g(x))dx = [F(x) =G(X)]¢ :[Zx(ln x)2 =8x In x +10x —% (Inx —1)3] =4e— 9% . 2)

1 1

Aufgabe 3: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Tangeten, Optimierungsaufgabe (30)

Gegeben sind die Funktionendurch f(x) = (Inx)" mit x 0 R,* und nO Z. K, ist das Schaubild von.f

a) Untersuchen Sie Kauf gemeinsame Punkte mit der x-Achse, Extrem- Weshdepunkte sowie
Asymptoten. Zeichnen Sie,Km Intervall ]10;4] mit 1 LE = 1 cm. (9)

b) Untersuchen Sie K auf Asymptoten und zeichnen Siedn das Schaubild aus a) ein. (3)

c) Zeichnen Sie Kin das Schaubild aus a) ein und berechnen Sidrdett der Flache, die vonK
und K; eingeschlossen wird. (6)

d) Geben Sie die Gleichungen der Tangentenirid t _, an, die an Kund K _, an der Stelle
X = e angelegt werden kdnnen. (4)

e) Die Tangenten,tund t_, schlieRen mit der-Achse ein Dreieck ein. In dieses Dreieck soll ein
Rechteck mit achsenparallelen Seiten und maxim&léeheninhalt einbeschrieben werden. Geben
Sie die Koordinaten der Eckpunkte dieses RechtemkeB)



Losung

a) Ableitungen: #(x) = (Inxf, £'(x) = 2Inx

B0 = = (-In)
X

Schnittpunkt mit der xAchse: (Inxf=0 = x=1 = S(100)
Asymptote: positive yAchse ist senkrechte Asymptote, g — + oo fiir x — 0",

Tiefpunkt: (§'(x) =0 und $’(x) > 0) = T(10)

Wendepunkt: @’(x) = 0 mit VZW) = W(el)
Schaubild:

Ko

)

(1)
@)
1)

(2)
)



b)

c)

d)

e)

Asymptote: senkrechte Asymptote bei x = 1, d&f — + oo fiir x — 17
waagrechte Asymptote beiy = 0, dan f_,(x) = 0.
X — +00

Schaubild:

Integrationsgrenzen;(k) = f,(x) => Inx = (Inxf = x =1 und %= e (Substitution Inx = z)

A= fmxdx—f(m x)? dx
1 1

[xInx=x]¢ =[Inx(xInx=x)]¢ +f;(xln X = X)dx
1

[xInx =xJ¢ =[In x(xIn x =x)]® +[x In x =x = x]°

[3x Inx=x(Inx)? —3x];3
3-e
0,28 FE

w o

Tangente durch W(d) mit Steigung a =fe) = 2 = t(X) = Ex -1
e e

Tangente durch (4) mit Steigung a = _§(€) = _2 => tyX) = —Ex + 3 (oder
e e

Symmetriebetrachtung)
Aufgrund der Achsensymmetrie zur Senkrechten >xgergigt es, die rechte Hélfte des Rechteckes
zu betrachten:

%A(u) =gCh=ull(e +u) = u[(—g(e +Uu) + 3) 2P+ mit%A‘(u) -4y
e e e

= absolutes und relatives Maximum im Scheitelpurd{ubzg

. 5,1 3,1 3
= Koordinaten A& e|0), B(=e| =), C(—=e| =) und D(=e|0
Eelo), BC el 2), (el 2) und DE el0)

@)
1)

1)
1)

1)
1)

1)

1)
1)

)

)

)
®)

1)
)



