5.5. Abituraufgaben zu ganzrationalen Funktionen

Aufgabe 1: Kurvendiskussion, Flache zwischen zwei Schaubildern (13)
Untersuchen Sie f(x) = %x“ - 2x% und g(x) = %xz — 2 auf Symmetrie, Achsenschnittpunkte, Extrempunkts

sowie gemeinsame Punkte. Skizzieren Sie die beiden Graphen in ein gemeinsames Koordinatensystem und
berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von f und g eingeschlossen wird.

Ldsung
Symmetrie: f und g sind symmetrisch zur y-Achse, da f(—x) = f(x) und g(—x) = g(x) Q)
f(x) = %xz(x —2)(x +2) = Sa(0|0) (doppelt, daher Beruhrpunkt ohne VZW) und Sgyp3(£2]0) 1)
g(x) = % (x = 2)(x + 2) = Sgan(+2(0) und Sg,(—4/0) (Scheitelpunkt = Tiefpunkt) Q)
Ableitungen: (x) = 2x® — 4x = 2x(x* — 2) und £’(x) = 6x° — 4 1)
Tiefpunkte (£(x) = 0 und £°(x) > 0): Tgp(x 2 [-2) (2)
Gemeinsame Punkte: f(x) = g(x) < %x“ - gxz +2=0< %(x2 - 1)(x*-4)=0 1)
3
Stgra(£1 \*E) und Sggza(£2/0) 1)
1 2
Flacheninhalt A= 2- j (F(X)—g(x))dx + 2 j (9(x) —F(x))dx 1)
0 1
‘ ‘ 15 5 " 1.5 ’
= J.(x4 —5x% +4)dx + I(—x“ +5x° —4)dx = |:—X5 -=x® +4x} + {——xs +=x° —4x} 1)
0 1 5 3 0 5 3 1
_38 .38, 4 ok 1)
15 15 15
Beschriftete Skizze (2)

Aufgabe 2: Kurvenuntersuchung, Integration, Tangenten (15)

1 5
a) Untersuchen Sie das Schaubild von f(x) = EX4 — 3%+ 3 auf Symmetrie, Achsenschnittpunkte, Hoch-,

Tief- und Wendepunkte. Bestimmen Sie die Gleichungen der Wendetangenten. (Ldsung: ti, = F4x £ 4)
Skizzieren Sie die Schaubilder von f und ihren Wendetangenten mit Hilfe dieser Punkte in einem passenden
Bereich.

b) Berechnen Sie den Inhalte der Flache, die von den beiden Wendetangenten und dem Schaubild von f
eingeschlossen wird.

Losung
a) Symmetrie: f(x) = f(—Xx) (gerade Funktion, Symmetrie zur y-Achse) 1)
5
Achsenschnittpunkte: x = 0 = Sy(0| > ) 1)
y = 0 mit Substitution z = x* und p-g-Formel = S,;,5(#1|0), Sya (+ J5 |0) Q)
Ableitungen: f(x) = 2x> — 6x und f'(x) = 6x* — 6 1)
5
Hoch- und Tiefpunkte: f(x) = 0 und f'(x) # 0 = H(0| E) und Ty (£ J3 [—2) 2
Wendepunkte: f'(x) = 0 mit VZW bzw. f"(x) # 0 =Wy, (£1|0) 1)
Wendetangenten: ty»(X) = ¥4x £ 4 2
Schaubildskizze Q)
b l f(x))d [FEEE 3)d
A=2 [ (t(x)—Ff(X))dx =2 [ (—=X" +3x° —4x +—=)dx 2
) {(1() (x)) {(2 2) )
1
6
o2 3y =2 ke ©)
10 2 5

0



Aufgabe 3: Kurvenuntersuchung, Integration, Tangenten (15)

1 3 5
a) Untersuchen Sie das Schaubild von f(x) = — 2 x*+ > X2 — 2 auf Symmetrie, Achsenschnittpunkte, Hoch-,
Tief- und Wendepunkte. Bestimmen Sie die Gleichungen der Wendetangenten. (Ldsung: ty, = +2X + 2)
Skizzieren Sie die Schaubilder von f und ihren Wendetangenten mit Hilfe dieser Punkte in einem passenden
Bereich.
b) Berechnen Sie den Inhalte der Flache, die von den beiden Wendetangenten und dem Schaubild von f
eingeschlossen wird.
Losung
a) Symmetrie: f(x) = f(—x) (gerade Funktion, Symmetrie zur y-Achse) Q)
5
Achsenschnittpunkte: x = 0 = Sy/(0]— 2 ), Q)
y = 0 mit Substitution z = x* und p-g-Formel = S1»(+10), Syz (£ J5 [0) Q)
Ableitungen: f(x) = —x3 + 3x und f'(x) = —3x*+3 1)
5
Hoch-und Tiefpunkte: f'(x) = 0 und f"'(x) #0 = H(0|— 2 yund Ty, (£ J3 1) (2
Wendepunkte: f'(x) = 0 mit VZW bzw. f"(x) # 0 =Wy, (£1|0) 1)
Wendetangenten: ty(X) = ¥2x £ 2 (2)
Schaubildskizze (D)
b) A= Zjﬂ(f(x)ft (x))dx = zj(ix4 35 —2x+§)dx )
’ ? 04 2 4
1
3
B T T I BRI ] (RS =1 ?3)
20 2 4 |, O

Aufgabe 4: Symmetrienachweis durch Verschiebung, Extremwertaufgabe, Integration (25)

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = —%x?’ — X2+ 2x + % mit x € R. Das Schaubild von f ist K.

a) Untersuchen Sie K auf Schnittpunkte mit den Achsen, Hoch-, Tief- und Wendpunkte. Geben Sie die
Koordinaten der Hoch— und Tiefpunkte auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet an. Zeichnen Sie K fur
—4,5<x<25mit1 LE=1cm. (10)

b) Zeigen Sie durch eine geeignete Verschiebung des Schaubildes, dass K symmetrisch ist zu N(—1]0).
Bestimmen Sie den Inhalt der Gesamtflache, die von K und der x-Achse eingeschlossen wird. (7)

c) Zeichnen Sie die Kurve G der Funktion g mit g(x) = —x2 + %fUr —3 < x £ 3 in das Achsenkreuz aus
Teilaufgabe a) ein. Die Gerade mit der Gleichung x = u (0 <u < 2) schneidet die Kurve K im Punkt R und
die Kurve G im Punkt S. Fir welches u wird der Inhalt des Dreiecks RSO am gréRten? Berechnen Sie den
maximalen Fl&cheninhalt. (8)

Ldsung

a) Schnittpunkt mit der y—Achse: (x = 0) Sy(OI%) (0,5)
Schnittpunkt mit der x—Achse: (f(x) = 0) N1(—1|0), N2(2|0) und N3(—4/0) (1,5
Ableitungen: f(x) = — %x3 — X2+ 2x + % f(x) = —x2 —2x+2und f'(x) = —2x — 2 (2)
Hoch- und Tiefpunkte: T(—1+ J3 13,46) =~ T(0,73|3,46) und H(—1— J3 |—3,46) ~ H(—2,73|—3,46) (1,5)
Wendepunkte: (f'(x)=0 mit VZW bzw. "(x#0) W(—1|0) (1,5)
Schaubild: (an x-Achse gespiegelt) 2)+ (1) > d)

b) Symmetrie: f(x — 1) = —(%x3 —x*+3x — %) — (¢ —2x+1)+(2x —2) + % = %x3+x 1)

A = T(flx3 —x? +2x+§)dx + j(flx3 —x? +2x+§)dx (oder A=2-]...]) (1)
Y03 3 73 3




c)

-1 2
S S NI I IO S SRC P )
127 3 37, 127 3 37,
1 1 8 256 64 32 16 8 16 1 1 8
SN T 1 PR R R S R4 (YO
12 3 3 12 3 3 12 3 3 12 3 3
17 16 16 17
el e Bl el o 1)
12 3 3 12
27 27
= 2 4+ =
4 4
= 135FE 1)

Flacheninhalt des Dreiecks mit den Ecken O(0|0), R (u(f(u)) und S(ulg(u)):
1 1 1 8 8 1
A= =-gh= Z (-2 —u2+2u+ =) — (-u2+ = = —Zut+u2 mit 0<u<2 2
(u) 2g 2[( 3u u+u+3) (u+3)]u 6u uc mit 0<u< 2
Ableitungen: A'(u) = — % ud+2uund A"(u) = —2u? +2 (2)
relatives Maximum auf [0;2]: (A'(u) = 0 und A"(u) < 0) bei u= J3 Q)

Randwerte: A(0) =0, A(J§) = % und A(2) = % = absolutes Max fir u = /3 mit A( \/5) ==. 2

N | w

Aufgabe 5: Symmetrienachweis durch Verschiebung, Extremwertaufgabe, Integration (25)

3

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = — % x3 — > x2 +3x+ 4 mit x € R. Das Schaubild von f ist K.

a)

b)

c)

Untersuchen Sie K auf Schnittpunkte mit den Achsen, Hoch-, Tief- und Wendpunkte. Geben Sie die
Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet an. Zeichnen Sie K fir

—2,5<x<4,5mit 1 LE=1 cm. (10)
Ziegen Sie durch eine geeignete Verschiebung des Schaubildes, dass K symmetrisch ist zu

N(—1/0).Bestimmen Sie den Inhalt der Gesamtflache, die von K und der x-Achse eingeschlossen wird. (7)
Zeichnen Sie die Kurve G der Funktion g mit g(x) = — g X2 + 4fiir =3 < x < 3 in das Achsenkreuz aus

Teilaufgabe a) ein. Die Gerade mit der Gleichung x = u (0 < u < 2) schneidet die Kurve K im Punkt R und
die Kurve G im Punkt S. Fir welches u wird der Inhalt des Dreiecks RSO am grofiten? Berechnen Sie den
maximalen Fl&cheninhalt. (8)

Losung

a)

b)

Schnittpunkt mit der y-Achse: (x = 0) Sy(0|4) (0,5)
Schnittpunkt mit der x—Achse: (f(x) = 0) N1(—1|0), N2(2|0) und N3(—4/0) (1,5

Ableitungen: f(x) = — % x3 — g X2 +3x + 4, f(x) = — g x2— 3x+3und f'(x) = —3x — 3 (2)

Hoch- und Tiefpunkte: T(—1++/3 |5,19) = T(0,73|5,19) und H(—1— +/3 |-5,19) = H(—2,73|-5,19) (3)

Wendepunkte: (f'(x)=0 mit VZW bzw. f"'(x#0) W(—1|0) (1,5)
Schaubild: (vgl. Gruppe A) @+1)—4d

3.,,9 1 3. 3 15,3
=X+ =X— =)= (=X =3x+=)+(3X=3)+4= =X+ =X 1
5 ) - (5 5 )+ (3x=3) Xt ()

. 1 4
Symmetrie: f(x—1) = —(=x" —
y (x-1) (2 5 5

+

-1
1 3
A = f(—5x3—5x2+3x+4)dx )
—4

2
f(—3x3—§x2+3x+4)dx
Jo20 2

1 2
4 +

L3 ax )
2 2

Ll 3 ax
8 2 2

4 -1

= [——+—+——4]—[—@+%+24—16] + [—E—§+6+8]—[—1+1+§—4] )
8 2 8 2 8 2 2

8+~ @




81 81
= = + =

8 8
= 20,25 FE 1)
Flacheninhalt des Dreiecks mit den Ecken O(0]0), R (u(f(u)) und S(ujg(u)):

1 1 1 3 3 1 3
A= = gh= === - u2+3u+4) - (- u2+4)]u=—=-uvd+ Zu2mit0<u<2 (2
(u) 58 2[(2 2 ) (2 ) 2 , Uomit0sus )
Ableitungen: A'(u) = —u3 + 3u und A"(u) = —3u? +3 (2)
relatives Maximum auf [0;2]: (A'(u) =0 und A"(u) <0) bei u= J3 Q)

Randwerte: A(0) =0, A(\/§) = % und A(2) = 2 = absolutes Max flir u = 3 mit A( \/5) = —. 2

N|©

Aufgabe 6: Kurvenuntersuchung Optimierungsaufgabe, Integration (24)

Fir x € R ist die Funktion f mit dem Schaubild K gegeben durch f(x) = %(x3 —6X? +24).

a) Untersuchen Sie das Schaubild K auf Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K im Bereich —2,5 <x
<6,5mit 1 LE = lcm. (7)

b) Die Gerade g mit der Gleichung y = %x und das Schaubild K begrenzen zwei Flachenstiicke. Berechnen
Sie deren Gesamtinhalt. (7)

c) Flr —2 <u <2 schneidet die Gerade mit der Gleichung x = u das Schaubild im Punkt A und die Gerade aus
Teilaufgabe b) im Punkt B. Der Punkt C(2|1) bildet mit den Punkten A und B ein Dreieck. Fir welchen
Wert von u wird das Flacheninhalt dieses Dreiecks maximal? (10)

Ldsungen

a) Ableitungen: f(x) = %(xg—ze +24) , f(x) = %(3x2 —12x), f'(x) = %(6x—12) und f(x) = % (1,5)
Extrema: (f'(x) = 0 und f'(x) </> 0) T(4|—1) und H(0|3) 3)
Wendepunkt: (f'(x)=0 mit VZW bzw. f"'(x)#0) W(2|1) (1,5)
Skizze: (D)

b) Schnittpunkte von g und K: Entweder rechnerisch durch Gleichsetzen g(x) = f(x) (ergibt Gleichung 3.
Grades => Probieren) oder durch ablesen der Punkte aus dem Schaubild und Punktprobe: x1 = —23, X2 = 6,
X3=2 1)

2 6
A = f f(x)—g(x) dx| + f f(x)—g(x) dx Q)
-2 2
2(1 3 3., 1 (1 5 3, 1
= f[—x —Zx —x+3]dx f[—x —Zx —x+3)dx (1)
7,8 4 2 58 4 2
1 1., 1 2 1 1., 1 ¥
= | =x* =2 —=x®43x| |+ | =xt == —=x® +3x (1)
32 4 4 9 32 4 4 )
1 1 81 1
= |(=-2-1+6)—(—=+2-1-6)| + [(——-54—9+18)—(=—2—-1+6 1
(16 ) (16 )|+ |( 5 ) (2 )‘ 1)
= fe + |8 ®
= 16 FE. 1)
1 1 115 3, 1
c) Au)= =-gh==(f@Uu) —gu)@2-u==(=w—-—-u"—-—=u+3)(2—-u
) A) 5 2(() g(u))-( ) 2(8 2 5 )( )
:—iu4+£u3—£u2—2u+3:>A'(u):—lu3+§u2—u—2 ?3)
16 2 4 2
Maximum: (A'(u)=0 ergibt Gleichung 3. Grades = Probieren)
up =2— J8 (relatives Maximum) (@)
up=2 (relatives Minimum) Q)
uz =2+ V8 (auBerhalb des zulassigen Bereiches) Q)

Randwerte: A(—2) =0, A(2) ist rel. Minimum = abs. Maximum bei uy = 2— J8 mit A(2—- \/5) =4. (3)



Aufgabe 7. Kurvenuntersuchung Optimierungsaufgabe, Integration (24)

Fir x € R ist die Funktion f mit dem Schaubild K gegeben durch f(x) = %(x3 +6x% —24).

a) Untersuchen Sie das Schaubild K auf Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K im Bereich —6,5 <x
<2,5mit 1 LE = lcm. (7)

b) Die Gerade g mit der Gleichung y = %x und das Schaubild K begrenzen zwei Flachenstiicke. Berechnen
Sie deren Gesamtinhalt. (7)

c) Fir —2 <u <2 schneidet die Gerade mit der Gleichung x = u das Schaubild im Punkt A und die Gerade aus
Teilaufgabe b) im Punkt B. Der Punkt C(—2|—1) bildet mit den Punkten A und B ein Dreieck. Fiir welchen
Wert von u wird das Flacheninhalt dieses Dreiecks maximal? (10)

Ldsungen

a) Ableitungen: f(x) = %(x3 +6x2 —24), f(x) = é(3x2 +12x) und f*(x) = %(ex +12) (1,5)
Extrema: (f'(x) = 0 und f'(x) </> 0) T(—4/1) und H(0]—-3) 3)
Wendepunkt: (f'(x)=0 mit VZW bzw. {"(x)£0) W(—2|-1) (1,5)
Wertetabelle und Schaubild: (vgl. Gruppe A) (@)

b) Schnittpunkte von g und K: Entweder rechnerisch durch Gleichsetzen g(x) = f(x) (ergibt Gleichung 3.
Grades = Probieren) oder durch ablesen der Punkt aus dem Schaubild und Punktprobe: xq1 = 23, X2 = —6,
X3 =-2 (D)

2 6
A = f f(x)—g(x) dx| + f f(x)—g(x) dx 1)
-2 2
21 5 3, 1 2(1 3 3, 1
= f[—x +=x —x3]dx + f[—x +=x —x3]dx (1)
6\ 8 4 2 7,8 4 2
1 1 HRE 1.4, 1 ?
= = x* 2 —=x?=3x| |+ | —=x*+=x3—=x* —3x (1)
32 4 6 32 4 4 5
1 81 1 1
= |(x—-2—-1+6)—(——-54—-9+18)| + |[(—~+2-1-6)—(——-2—-1+6 1
(2 ) (2 +18) (16 ) (16 )‘ 1)
= fo + |8 <1>
= 16 FE. Q)
1 1 1 1, 3, 1 1 4, 145 1,

c) Au)= =-gh= =) — fu)-2+u)==(—=v—- —-u"+ —u+3)2+uy=——u" - U - =u

) ()29 2(@1() (w)-( )2(8 2 5 )-(2+u) 16 2 2
+2u+3 = A)= —%u3 — %uz —u+2und A"u) = —%uz ~3u-—1 (3)

Maximum: (A'(u)=0 ergibt Gleichung 3. Grades = Probieren): u; = —2+4/8 (relatives Maximum), up = —2
(relatives Minimum) und ug = —2— J8 (auRerhalb des zulassigen Bereiches) 3)
Randwerte: A(—2) ist rel. Minimum, A(2) = 0 = abs. Maximum bei u1 = —2+ /8 mit maximaler Fliche

A(-2++/8)=4. (1)

Aufgabe 8: Kurvenuntersuchung, Extremwertaufgabe, Integration (30)

a)

Untersuche f(x) = %x“ — 2x% + 4 auf Symmetrie, Achsenschnittpunkte, Extrem- sowie Wendepunkte und

skizziere ihren Graphen mit allen wesentlichen Punkten.

b) In den Raum zwischen der x-Achse und dem Teil des Graphen von f, der die Extremalpunkte enthélt, soll ein

Rechteck mit maximalem Flacheninhalt eingepasst werden. Berechne die Eckpunkte dieses Rechtecks.

c) Wieviel Prozent des gesamten Zwischenraums nimmt das Rechteck aus b) ein?
Ldsungen:
a) Symmetrie zur y-Achse, da f(—x) = f(x) oder. f(x) = %x“ — 2x? + 4 enthalt nur gerade Exponenten (1)

Sy(014) €]



00 = 5 (x - 27+ 2 = Tup(220) @

(doppelte Nullstellen = Berlhrpunkte und insbesondere Tiefpunkte, da f(x) > 0 fur alle x € R, siehe unten)

Ableitungen: £(x) = x® — 4x = x(x + 2)(x — 2), £(x) =3x?— 4 (und £*’(x) = 6x) (2)

Hochpunkt H(0|4), da £(0) = 0 und £’(0) = —4 < 0 oder mit VZW von + nach — Q)

Tiefpunkte Ty5(+2/|0), da £(£2) = 0 und °(£2) = 2 > 0 oder wie oben oder mit VZW 2

Wendepunkte Wy, (+ \E | %), daf’(= \E) =0und (= \E) =6 \E # 0 oder mit VZW (3)

Beschriftete Skizze 3)
b) Das Rechteck mit den Eckpunkten A(—u|0), B(u|0), C(u|f)u) und D(—ulf(—u) mit 0 <u <2 2

Flacheninhalt A(u) = 2u-f(u) = %us — 4u® + 8u mit A’(u) = §u4 —12u°+8= g(u4 Ay %) 2

A’(u) =0 fur u2 = % + g < U = i\/g und Ugg = 2. (1)

U, und u, sind negativ und liegen ausserhalb des betrachteten Bereiches. 1)

In uz = 2 wird die Flache minimal mit A(2) =0 1)

Das absolute und relative Maximum muss also bei u; = \E liegen mit f(\E) = 2—2 Q)

. 4 4 64

Das Rechteck hat die Eckpunkte ( : |0) und (= : IE) (8]
¢) Der Flacheninhalt des Rechtecks aus b) ist A(\E) = % % FE. (8]

Der Flacheninhalt des gesamten Zwischenraums ist

2 2
Aozzjf(x)dx :2{ix5—gx3+4x} :2(§ 16 +8):@ FE. ©)
5 20 3 0 5 3 15
Der Anteil von A betragt A = \F@ S = \E 3 ~ 53,66 % 2)
A, 5 25 128 55

Aufgabe 9: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Ortskurve, Optimierungsaufgabe, Integration (24)
Gegeben ist fi(x) = % X3+ %xz — > + 3t — 3t — 3 mit x ¢ R und t ¢ R*4. Das Schaubild von f; heiRt K.

a) Untersuchen Sie K; auf Achsenschnittpunkte, Extrem- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K; fiir -4 <x <4
mit 1 LE = 1cm. (10)

b) Bestimmen Sie die Ortskurve des Hochpunktes von K. (6)

c) Die Senkrechte x = u mit —3 < x < 3 schneidet K; in R und die x-Achse in P. K; schneidet die positive x-
Achse in Q. Berechnen Sie dien maximalen Flacheninhalt, den das Dreieck PQR annehmen kann. (6)

Losung
. 1 1 1 2 2 2
a) Ableitungen: f,(x) = 5 x3 + 3 X2 —x -3, fi'(x) = §X2 toxo 1 und f,“(x) = 3%t 3 (2)
Schnittpunkt mit der y-Achse: Sy(0]-3) (0,5)
Schnittpunkte mit der x-Achse (fi(x) = % (x — 3)(x + 3)> = S,1(3]0) und S,,/3(~3|0) (doppelt) (2,5)
Extrema: (f;‘(x) = 0 und f;¢‘(x) </> 0) T(1 I—% ) und H(-3|0) 4)
. 16
Wendepunkte: (f;*“(x) = 0 mit VZW) W(-1 l_?) (3)
Skizze @
b) Ableitungen: f‘(x) = Lt 2y eund fre(x) = 2up 2t 2
3 3 3 3
Hochpunkte (f£(x) = 0 und f;*“(x) < 0) H(—t|3t® + 3t* — 3t — 3) (3)
30rtskurvey:—%xs+%xz+x—3 (1)



—l..zl._._ :i‘l_ 2 4:i 3_
c) A(u)= > gh > (3 —u)(0 — f(u)) T (u*— 18u% + 81) = A(u) T (4u® — 36u) (3)

relatives Maximum (A‘(u) = 0 und A*“(u) <0) bei u = 0 mit A(0) =4,5 FE. 2
Bereichsgrenzen A(—3) = A(3) = 0 = absolutes Maximum bei u = 0. 2

Aufgabe 10: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Ortskurve, Optimierungsaufgabe, Integration (24)
2
K ist das Schaubild der Funktion fy.mit fy = — X—z (x—3t) mitxe Rundte R*,.
t

a) Untersuchen Sie K, auf Schnittpunkte mit der x-Achse, Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K, fiir
-1<x<6mitl LE=1 cm. (10)

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Ortskurve der Hochpunkte von K. (6)

c) Die Senkrechte x = u schneidet K, in P und die x-Achse in R. Gegeben ist auBerdem der Punkt Q(0|6).
Berechnen Sie den maximalen Flacheninhalt, den das Dreieck PQR annehmen kann. (8)

Ldsung
l 2 1 3 3 2 Ll 3 2 n 3 m 3
a) HX)=—=-xX(X-6)=—=xX"+ =X, HX)=—=xX"+3X "X =-=x+3 "X =—= 2
) fx) 4( ) 1 5 2(X) 2 2"(%) 5 2"(X) 5 )
Schnittpunkte mit der x-Achse: (f(x)=0) N1/2(0|0) (doppelte NST = Beriihrpunkt) und N3(6/0) 1)
Hoch- und Tiefpunkte: (f'(x)=0, f'(x) </>0) T(0|0) und H(4|8) 4
Wendepunkte: (f*(x)=0, f"'+0 oder VZW von f'(x)) W(2]4) (2)
Wertetabelle und Schaubild: 1)
3 , 6 6 6
b) Pix)=——X+ —x, (X)) =——Xx+ — (2)
t2 t t2 t
Hochpunkt: (f’y(x) = 0 und £’(x) < 0) H(2t | 4t) 3)
= Ortskurve der Hochpunkte y = 2x (8]
1 1
0 AW = S gh=(6-whHU) = Zu'u-6), (2
3 1 T3 3 2
Af(u) = > uw(u—6)u-3),A“u)= 5 (u®—6u +6) (2
rel. Max (A‘(u) = 0 und A“‘(u) < 0) bei u=3. (2
Bereichsgrenzen: A(0) = A(6) = 0 = abs Max bei u =3 mit A(3) = % FE. 2

Aufgabe 11: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Ortskurve, Optimierungsaufgabe (26)
Fir jedes t € R*, sind die Funktionen f, und g, gegeben durch f(x) = %x“—tzx2 und g(x) =

(% —t2)x? f% . Das Schaubild von f, ist K, das Schaubild von g ist G..

a) Untersuchen Sie das Schaubild K; auf Symmetrie, Schnittpunkte mit der x-Achse, Hoch-, Tief- und
Wendepunkte. Zeichnen Sie K; und G; im Bereich -2 <x <2 mit 1 LE=2 cm. (11)

b) In den Raum, der zwischen K; und G, liegt, soll ein Rechteck maximaler Flache eingepasst werden, dessen
Seiten parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. Geben Sie die Koordinaten der Eckpunkte dieses
Rechteckes auf zwei Nachkommastellen gerundet an. (9)

c) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von K; und G;. Fur welches t wird der Abstand der beiden
rechten Schnittpunkte minimal? Hinweis: Dieses Extremwertproblem ldsst sich ldsen ohne dabei
irgendwelche Ableitungen zu bilden! (6)

Losungen:
: PR 2.3 o020 ¢ 6 2 02 . 12
a) Ableitungen: f’(x) = ?x —2t°x, f’(x) = TX —2t° und f*“¢(X) = TX (2)
Symmetrie: f; ist eine gerade Funktion, also symmetrisch zur y-Achse. 1)
Schnittpunkte mit der x-Achse N;,,(0|0) (doppelte NST = Beriihrpunkt) und Ng,(x 2t |0) (2)
Extrempunkte (f;(x) = 0 und £,°(x) % 0): H(0]0) und Typ(x Vt3 |—%t5) @)



3
Wendepunkte (f;’(x) = 0 mit VZW): Wy,(z 1{% I—%t5 ) 3)

Schaubild (zusatzliche Werte: f,(x2) = 4) Q)

b) Aus der Zeichnung lasst sich erkennen, dass von den Zwischenrdumen in den Bereichen -2 <x <-1, -1 <x
<1 und 1 <x <2 der mittlere Bereich —1 <x <1 deutlich grofer ist als die beiden anderen. Es bietet sich
daher an, die folgenden Eckpunkte mit 0 < x < 1 zu wéhlen:

A(ulg(u))
B(ul(f())
C(ul(f(-u)) = C(-ulf(u)

D(ul(g(-u)) = D(~ulg(u)
)
A(u) =bh=[u- (u)][fU) - gi(u)] =2u[0,5u" —2,5u° + 2] = u®— 50>+ 4u = A‘(u) = 5u* — 150% + 4
und A““(u) = 20u® — 30u = Relatives Maximum (A‘(u) = 0 und A*“(u) <0): 0 =5u*— 150> +4 <> 0 =u*—
3 [29

3U2+0,8©0 :zzf3z+0,8:>21,2:§i 29 SUp= o+ ]= = + 1,64 und Uyg =
2 \}20 2 \20

i"gf ’2—2 ~ * 0,54. Nur uz ~ 0,54 liegt im gewiinschten Bereich! A*‘(0,54) ~ -15,4 < 0 = relatives

Maximum (Hochpunkt). Bereichsgrenzen: A(0) =0, A(0,54) =~ 1,41 und A(1) =1 = absolutes Maximum
bei u; = 0,54 y-Koordinaten: f,(0,54) = —0,21 und g,(0,54) = — 1,56 = Eckpunkte: A(0,54|-0,21), B(—

0,54]-0,21), C(-0,54|-1,56) und D(0,54|-1,56). )
c) Punkte A(L| %—tz) und B(2| %74#) = Abstand d(t) = /1+(12—5t’—3t2)2 mit t > 0.
Ansatz 1:

Da die Wurzelfunktion streng monoton steigend ist, geniigt es, das Minimum von d?(t) = 1+ (2 —3t%)?

zu suchen: Ist d*(t) an der Stelle to minimal, so besitzt auch d(t) dort ein relatives Minimum. (d%t)’) =

2(E 3t2)(—£ —6t) =0 < B se-pot= iﬁ mit d(3\/§) = 1. (t> 0!). Randwerte: Da d(t) fiir t — 0
2t 2t2 2t 2 2

15 . . -
(wegen Z) und fiir t — oo (wegen 3t?) gegen oo strebt, ist an dieser Stelle auch das absolute Minimum.

Ansatz 2:

. . .. 1
f1+ (; —3t2)? erreicht sein absolutes Minimum, wenn 5 3=0&t= S\E

Aufgabe 12: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Ortskurve, Tangente (24)

Fiir jedes t & R ist die Funktion f, gegeben durch fy(x) = —x* + (t — 2)x? + (2t — 1)x + t. Ihr Schaubild heiBt K.
a) Untersuchen Sie K, auf Achsenschnittpunkte, Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K, fiir -2 <x <
2mit1LE =2cm. (10)

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an K, im Punkte P(0,5|f,(0,5)). Zeigen Sie, dass der Tiefpunkt

von K, auf dieser Tangenten liegt. Q sei ein vom Hochpunkt H(1|4) verschiedener Punkt auf K,. Bestimmen
Sie die Koordinaten von Q so, dass die Tangente an K, in Q durch H geht. (7)

c) Zeigen Sie, dass K, die x-Achse in A(—1|0) berthrt. Fiir welche Werte von t ist A
Hochpunkt
Tiefpunkt
Wendepunkt von K;?

d) Esseit<0.Aufdem Schaubild K liegen die Punkte R(t|0) und S(0|t). Der Ursprung O(0|0) und die Punkte
R und S bilden Sie Eckpunkte eines Dreieckes mit dem Flacheninhalt A,(t). Die Koordinatenachsen und K;
begrenzen im 1. Quadranten eine Flache mit dem Inhalt Ax(t). Flr welchen Wert von t gilt Ay(t) : Ax(t) =1:
3?



Aufgabe 13: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Ortskurve, Optimierungsaufgabe (24)
2
Gegeben ist die Funktion f; durch fy(x) = ;_6)(4 + %xs mit x € R undt € R*,. Das Schaubild von f; heif3t Kj.

a) Untersuchen Sie K3 auf gemeinsame Punkte mit der x-Achse, Extrem- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K3
fir -3 <x<1mitlLE=1lcm. (10)

b) Untersuchen Sie K; auf Extrempunkte und zeigen Sie, dass K; keinen Hochpunkt besitzt. Bestimmen Sie die
Ortskurve des Tiefpunktes von K. (8)

c) Die Senkrechte x = u mit —% < u < 0 schneidet K3 in P und die x-Achse in Q Fur welches u ist der

Flacheninhalt des Dreiecks OPQ maximal? (5)



