5.5. Konkrete Abituraufgaben zu rationalen Funktionen

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung, Modellbildung, Integation (18)
Auf kleine, gleich grof3e Versuchsflachen wird jeweadine bestimmte Menge Aussaat ausgebracht. Nech d
Ernte bestimmt man den Ertrag. Bei funf Flachen kdmnan zu folgenden Ergebnissen:

Aussaatinkg 1,00 20 30 40 50
Ertrag in kg 47,3 72,2 854 92|12 959

a) Ein Rechenmodell Msoll den Zusammenhang zwischen Aussaat und Emamerisch beschreiben. Man
entwirft folgende Zuordnung:
120x
X+1,2
Stellen Sie den tatsachlichen und den mit dem Madekrmittelten Ertrag in Abhangigkeit von der Aussaat
in einem Diagramm dar. (2)
Berechnen Sie jeweils die prozentuale Abweich{hp.
Wie entwickelt sich der Ertrag iddodell M;, wenn immer mehr ausgesat wird? (1)
Bewerten Sie lhr Ergebnis. (1)

f: Aussaat x— Ertrag f(x) mit f(x) =

b) Ein Modell M, wird durch die Funktion p beschrieben mit
p(x) = 0,883 - 11,2x*+ 52,2x + 5,4.
Berechnen Sie damit einen N&herungswert fir die ddetler Aussaat, bei welcher die Zuwachsrate des
Ertrages am geringsten ist. (3)
Die Abweichungen von den Messwerten sind beim Mddglgering. Dennoch hat das Modell Schwéachen;
erlautern Sie diese. (3)

c) Eine Flache varl ha bringt einen Weizenertrag von ca. 7000 kg.\Barkaufspreis von 1 kg erntefrischem
Weizen liegt bei 12 Cent. Der Ertrag von 3 ha selikauft werden. Welchen Erlés erzielt man beim
sofortigen Verkauf? (3)

Hohere Einnahmen erzielt man, wenn man den Weizah nler Ernte trocknet. Allerdings verliert der
Weizen beim Trocknen an Gewicht. Erfahrungsgemé® kaan fiir einen gewissen Zeitraum von folgender
Uberschlagsrechnung ausgehen: 1 kg Weizen vedierTag etwa 7 g Gewicht, dafiir steigt der Preis pro
Kilogramm téglich um 0,1 Cent. Berechnen Sie, naighvielen Tagen die Einnahmen am groften sind. Wie
grofl3 sind diese? (3)

Losung
Teil a) (6)

Tabelle mit prozentualen Abweichungen (1)

Aussaat in kg 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
Ertrag in kg 47,3 72,2 85,4 92,2 95,9
Modell M 54,5 75 85,7 92,3 96,8

Abweichung| 152% 3,9% 0,39 0,1 % 0,9 %

Der Ertrag im Modell M nahert sich dem Grenzwettm f(x) =

X—00

120 bzw. einer waagrechten Asymptote beiy = 12D. (

Fur hohe Aussaatmengen stimmen Modell und Wirkkdhgut
Uberein. (0,5)

Diagramm (1)
Erklarung: Auch der tatsachliche Ertrag ndhert stitem gewissen (Wachstums-) Grenze, die durch das
begrenzte Angebot an Sonne, Wasser und Nahrstadfiether gegebenen Anbauflache zu erklaren ist. (1)

Fur kleine Aussaatmengen liegen die tatsachlichtnradswerte deutlich unter den berechneten We(teh)

Erklarung: Einzelne oder verstreute Getreidepflankénnen das auf der gegebenen Flache zur Verfligung
stehende Angebot an Sonne, Wasser und Nahrstoffdm vollstandig nutzen und sind Wind und Regen
(Erosion!) starker ausgesetzt. Damit ist zu erkladass der tatsachliche Ertrag fir sehr kleinesAatsnengen

nur langsam ansteigt. (1)



Teil b) (6)

Gesucht ist die Aussaatmenge x, fir die die Zuwaths= Ableitung p'(x) = 2,64%- 22,4 x + 52,2 minimal
ist. (2)

Mit GTR oder mit p”(x) = 5,28 x — 22,4 erhalt maer Wert x = 4,24 kg (1)

Das Modell M wird durch eine Parabel dritten Gerades beschmigdie fur kleine Aussaatmengen realistische,
fir gréRere Aussaatmengen aber zunehmend unreetistiVerte liefert. (1)

Die Parabel erreicht bei x = 4,24 kg einen Wend&pund steigt dann wieder steil an, was der natiieln
Wachstumsgrenze infolge des begrenzten Angebotigilarstoffen widerspricht. (2)

Teil ¢) (6)

c) Erlos beim sofortigen Verkauf E(0) = 0,12 €/K@00 kg/h&B ha = 2520 € Q)
Erlés nach x Tagen E(x) = (0,12 + 0,001x)(21 0QB4#x) = —0,147%+ 3,36x + 2520 (2)
Das Maximum ist bei x = 11,4 Tagen erreicht (GTdRmScheitelpunktform) 2)
E(70,8) = 2539,2 € Q)

Aufgabe 2: Funktionsanpassung, Kurvenuntersuchungntegration (13)
Ein Verlag bringt ein neues Buch auf den Markt @mdielt im ersten Monat (t = 0) einen Absatz vord®0
Exemplaren. Im 10. Monat wird der gro3te Absatz 20r000 Exemplaren erreicht. Erfahrungsgeman genige

die Absatzzahlen einer Funktion der Form f(t)b—(a*)2 mit t in Monaten.
+(c—t

a) Bestimmen Sie die Parameter a, b und c fir dielggagen Absatzzahlen (Ergebnis f(t)ﬂ) (4)

27+ (9 tY
b) Ermitteln Sie, wie viele Blicher nach dieser Funkiimnerhalb eines Jahres abgesetzt werden. (3)
c) In welchem Monat unterschreitet nach diesem Mod#k monatliche Absatzzahl erstmals die
Rentabilititsgrenze von 200 Exemplaren? (2)
d) In welchem Monat ist nach diesem Modell die sté@rld&dbnahme des Absatzes zu erwarten? (3)
e) Wieviele Bucher kénnen bis zum Erreichen der Rélif#isgrenze insgesamt abgesetzt werden? (1)

LOsung
a) 3 Bedingungen fiir 3 Unbekannte:
f’(g):O@LC)Z:O@C:Q (1,5)
(b+(9—cF)
f(9) =20 000=> mitc=9 eingesetz{‘;—1 =20 000 (0,5)
f(0) = 5000 mitc = 9 eingesetz{t%81 = 5000 (0.5)
Mit Einsetzen oder Gleichsetzen erhalt man b =r&7ai= 540 000 (1)
11
b) > f(t) =157 963,65 mit SUM(SEQ(Y1(X),X,0,11) 3)
t=0
12
oderff(t)dt =163241,94 mit CALC 7: Sf(x)dx) als Naherung (2)
0
c) f(t) =200 furt = 60,70> Nach 61,7 Monaten (CALC 5:intersect) (2)
d) Starkste Abnahme am WP von f(t) = TP von f'(t) bei 250D 3)
60
e) > f(t) =264 050,77 mit SUM(SEQ(Y1(X),X,0,60) 1)
t=0
60,7
oder f f(t)dt =261 659,99 mit CALC 7: Sf(x)dx) als Naherung ) (1
0



Aufgabe 3: Kurvenuntersuchung, Tangenten, Integran (13)

2
Gegeben ist die Funktion f durch f(x)x—2 :Lig mit X € R. Ihr Schaubild sei K.
X

a) Zeichnen Sie K. (2)

Untersuchen Sie das Verhalten von K [fir— oo (1)
Weisen Sie nach, dass K genau zwei Wendepunkte besitzt. (4)

Nun stellt K fir —6< x < 6 den Querschnitt eines 500 m langen Kanals dar (x in Métgin Meter). Die sich
anschlieBende Landflache liegt auf der Héhe y = 0. Der Pagélstird in Bezug auf den tiefsten Punkt des
Kanals gemessen und betragt maximal 2,25 m.

b) Wie viele Kubikmeter Wasser sind in dem Kanal, wenn ez gefiillt ist? (2)
Zu wie viel Prozent ist der Kanal bei einem Pegelstand \@hrh,gefllt? (3)

c) An Land steht eine Person mit der Augenhdhe 1,50nweicher Entfernung vom Kanalrand darf sie
hdchstens stehen, damit sie in dem leeren Kanal die tie&te &s Kanals sehen kann? (6)

LOsung:
a) Zeichnung (2)
f(x) = ﬂ =1- 52 strebt fir x— + o gegen den ganzrationalen Hauptteil y = 1 D)
x> 416 x*+16 -
f(x) = % und f'(x) = w) )
(x~+16) ( +16)
hat genau zwei VZW bei = f K besitzt genau an diesen Stellen Wendepunkte. (2)
b) Querschnittsflache bei 100 % Fillung Af dx 13,55264 (GTR) (2)
= Volumen V = |IA = 6776,32 (1)
Pegelstand 1,00 r> Jjg -1,25< Xy = g (Gleichsetzen oder GTR) D)
x> —36 16
=>A=- f ———0dx - 1,25— =3,29 n (GTR) entsprechen 24,3 % (2)
g X +16 3
X2
+ 2,25
a) Tangente durch T(62,25) an K: X’ +16 = 2104)( 5 (1)
x—0 (x +16)
o 3,25%(x*+ 16) = 1048 = x>+ 16 = 32 xyp=+ 4 (1)
= ty5(x) = £ 0,40625 - 2,25, 2
(Die Tangente lasst sich auch durch Probieren mib d&TR Uber DRAW 5:tangent exakt bestimmen!)
Augenhohe 1,50 = t(x> 3,75 = 0,40625= x = 9,23 Q)
= Die Person darf héchstens 3,23 m vom Kanalrarnferentstehen. (2)



Aufgabe 4. Kurvenuntersuchung, Verschiebung, Optimgrungsaufgabe, Integration (18)

Gegeben ist die Funktion f durch f(x)ﬂ mit X = —50. Ihr Schaubild sei K.

(x +50)
a) Untersuchen Sie K auf Asymptoten. Zeichnen Sig8K

Wie geht das Schaubild von K aus dem Schaubild=dektion g mit g(x) :iz mit x = 0 hervor? (1)
X

b) Eine Parallele zur x-Achse schneidet K in denk®en P und Q. Die Strecke PQ, die Parallelen zAclyse
durch P bzw. Q und die x-Achse begrenzen ein Rekhiestimmen Sie den Punkt P so, dass der Umfang
des Rechtecks minimal wird. (5)

c) Eine weitere Parallele zur x-Achse schneidetnkdén Punkten R und S und die y-Achse im Punkt T.
Bestimmen Sie S so, dass die Strecke RT von Senaikird. (5)

In einer Badewanne mit einem Fassungsvermdgen @nl&ern befinden sich 50 Liter Wasser mit der
Temperatur 20 °C. Lasst man heiRes Wasser von &bfti€l3en, so kann die Anderungsrate der Tempedatsi

Wannenwassers durch f(x) 2000

(x +50)
Wassermenge in Liter und f(x) die Temperaturdndgstate in Grad pro Liter an.

fur 0 < x < 150 beschrieben werden. Dabei gibt x die zugefioss

a) Die Temperatur des Wassers in der Wanne kann dimeim Term T(x) beschrieben werden (x gibt dabei di
zugeflossene Wassermenge in Liter, T(x) die Tentpedees Wannenwassers in °C an).
Bestimmen Sie einen solchen Term T(x). (2)
Kdnnte man die Temperatur des Wannenwassers £@ 4hohen, bevor es tberlauft? (4)

Losung

a) Waagrechte Asymptote y = 0, da f6¢)0 flr x— + o (0,5)
Senkrechte Asymptote ohne VZW x = =50, da doppééenernulistelle (0,5)
Zeichnung (2)
Verschiebung umpe =50 in x-Richtung und Streckung um den Faktd®ih y-Richtung (1)

b) Man betrachtet das Problem zunachst fir h(>50—€9 und verschiebt anschlieRend alles x50 in x-
X

Richtung.

Die Gerade y =t schneidet h, we#zrgg) =te Xp= %OO (0,5)
X \

Der Umfang ist also U(t) =-B(t) + 2h(t) = 4 /2(?[00 +2tmit U'(t) =2 - 2?300 und t > 0. 3)

Er hat in diesem Bereich ein relatives und abssiiMtmimum (VZW von — nach +) an der Stelle

t= 32000 = 10/2. (0,5)
Die zugehdrigen x-Werte sind,x= + @) =+ 200G =+ 100¥4. (0,5)
Durch Verschiebung umyx =50 in x-Richtung erhélt man die gesuchten Kowtgn des Punktes
P(-50 - 106/4110%2) (0,5)
¢) RT wird von S halbiert, wenRS = ST < 2 /@ =50 - /@ ot= 3—56 (5)
d) T(9 =20+ [f(t)dt =20 2000 2000 _ oy 2000 o fiir x Liter 3)
) x+50 50 X +50

TX) =45 < % =15 x = 4—20 - 50 = 83,3 Liter zugeflossene Wassermenge bz®,31Biter
X

insgesamt. Die Wanne lauft also nicht Gber. 2) (



Aufgabe 5: Funktionsanpassung, Optimierungsaufgabdntegration (18)
120(x— 120f%

mit 0< x < 130. Ihr Schaubild sei K.
(x —120Y + 7200

a) Gegeben ist die Funktion f durch f(x)

Skizzieren Sie K. (2)
Das Schaubild C einer weiteren Funktion g mit gbd ¥ + b x + ¢ enthalt die Punktg(®95), B(10/95)

und RB(20/92).

Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b und c. (2)

Skizzieren Sie C im ersten Feld des vorhandenamd{oatensystems. (1)
(Teilergebnis: g(x) = -0,015%+ 0,15x + 95)

Eine Skisprunganlage besteht aus Sprungschanzauiggrunghang. Das Schaubild K beschreibt das IRte§
Aufsprunghangs, die Kurve C die Flugbahn einesgkigers. Der Absprung erfolgt bei x = 0. (Alle Azigpn
in Meter)

b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes, andéx Springer auf dem Aufsprunghang aufsetzt. (2)
Wie groR} ist die maximale vertikal gemessene HidgeSpringers Uber dem Aufsprunghang? (3)

c) Der Wendepunkt W(720) von K entspricht dem ,kritischen Punkt" des gariinghangs.
Mdgliche Flugbahnen des Skispringers werden nurchd@chaubilder der Funktionen gnit g«(x) =
-0,015% + kx + 95 beschrieben. Welchen Wert darf der Patamk hochstens annehmen, damit der
Springer mit dieser Flugbahn nicht hinter dem &ciien Punkt landet? (4)

d) Beim Umbau dieser Schanze soll das Profil defsgkunghangs veréandert werden. Er soll nach demaumb
durch die Funktion h mit h(x) = 0,0001,25X - 225 X + 2150x+800 000) mit & x < 130 beschrieben
werden. Muss zur Realisierung des neuen Profifgeissmt Erde weggefahren oder angeliefert werdem we
angenommen wird, dass der Aufsprunghang Uberadihghereit ist? (4)

Losung
a) Skizzen ()
Einsetzen der Punkte liefert das LGS c =95
100a+10b+c =95 (1)
400a+20b+c =92
mit der Losung a = -0,015; b = 0,15 und ¢ = 95RBT Q)
b) Der Skispringer setzt im Schnittpunkt S|®0) (GTR) von K und C im ersten Feld auf (2)
Er hat die maximale vertikale Hohe h(x) = g(x)() fei x~ 26,1 mit h(26,1x 12,6 (GTR) 3)
c) Damit der Springer nicht hinter dem kritischamk landet, muss geltep(@1) < 40 (2)
-0,05171% + k71 + 95< 40 liefert k< %61"15 ~ 0,29 (2)
130
Die Flachenbilanz der Profil{ (f(x) —h(x))dx = 13,6 ist positiv 3)
0

Daher hat das alte Profil f eine groflere Querstdildithe als das neue Profil. Es muss also Erde
weggefahren werden. (2)



Aufgabe 6: Kurvenuntersuchung, Tangente, Rotationstrper (18)

Gegeben ist die Funktion f durch f(x) _243);6 mit X € R. Ihr Schaubild sei K.
X

a) Skizzieren Sie K. (2)
Untersuchen Sie K auf Asymptoten. (1)
Weisen Sie nach, dass K genau einen Hochpunkizh&gi)

Das Schaubild K, die x-Achse und die Geraden xun@ x = 30 schlieBen eine Flache ein. Diese ratieridie
x-Achse. Der dabei entstehende Drehkérper stadltsignstudie einer Flasche dar (Koordinatenamgabe
cm).

b) Solche Flaschen sollen spater gefiillt und irmirgepolsterten, zylinderférmigen Karton verkauérden.
Dabei steht eine Flasche so in einem 30 cm hohéndéy, dass sie an ihrer breitesten Stelle 1 cretaid
vom Zylindermantel hat und dass der Flaschenbodam Abstand vom Zylinderboden hat. Der die Flasche
umgebende Hohlraum ist mit Holzwolle geflllt. Bastien Sie das Volumen des Hohlraumes. (6)

c) Aus Grinden des Marketings soll eine geflli@sEhe jetzt in einem kegelfrmigen Karton ohne tolie
verkauft werden. Bestimmen Sie den Offnungswinkesjenigen Kegels, der die Flasche moglichst eng
umschlief3t. (7)

Ldsung
a) Skizze (2)
Waagrechte Asymptote y =0, denn ff¢)co flir X — £ Q)
2
f(x) = _402)(2 i 6240 = _402()( — 126) hat genau einen VZW von + nach - bei x = 4 2)
(x“+16) (x*+16)

(Anstelle des VZW kann auch mit der PunktsymmearireUrsprung argumentiert werden.)

b) Die breiteste Stelle befindet sich am Hochputijt|5) Q)
Der Zylinder hat also den Radius r = 6 cm und\dalsmen \, = ar*h~ 2356,2 cril (1)
30
Die Flasche hat das Volumen an(f (x))2dx =781,4 c (2
2
Der Hohlraum hat das Volumen ¥ Vg = 1574,8 crm Q)
40x 1200
_ 2 - _ 2 _
c) Die Tangente durch P(H@B0)) beriihrt K, wennw =f(x) & X +16 916 _ 42()( 126).
x—30 x—30 (x* +16)
Mit dem GTR erhélt man die Losung=4,57. Die Steigung ist f(4,57) —1,434 und der Offnungswinkel ist
a = arctan(-1,434)=8,1° @)

Aufgabe 7: Kurvenuntersuchung, Integration, Verschébung, Symmetrie (18)

o . . x> 416 .
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) —2 l Ihr Schaubild ist K.
X

a) Untersuchen Sie K auf Asymptoten und skizziererkS(é)
b) Die Gerade mit der Gleichung y%x - % und K schlie3en im Intervall [0; t] mit t > O eiRéache mit dem

Inhalt A(t) ein. Flir welchen Wert @ilt A(tg) = 10? Bestimmen Sie denjenigen Punkt von K, dar d
geringsten Abstand vom Ursprung besitzt. (5)

2
c) Die Funktion g hat die Gleichung g(x) S 2+17. Ihr Schaubild ist K*. Zeigen Sie, dass man K &ds
X

durch Verschiebung um eine Einheit nach links uné &inheit nach unten erhélt. Untersuchen Sie & a
Symmetrie. Schliel3en Sie daraus auf die Symmegeeschaften von K. (4)

d) Eine zylinderformige Getrankedose ist 16 cm hocld wteht auf ihrer Bodenflache. Der Term f(X)
beschreibt fir & x < 16 die H6he des Schwerpunktes der GetréankedoAbliéngigkeit von der Hohe x
der Dosenflussigkeit. Dabei sind x und f(x) in cngageben. Wie hoch steht die Flissigkeit in dereDos
wenn sich der Schwerpunkt 4 cm Uber der Bodenfligimdet? Wie viel Prozent muss aus der anfangs
vollstandig gefiillten Dose abgetrunken werden, tae Schwerpunkt méglichst tief liegt? (5)



Losung

a)

b)

c)

d)

17
2x+ 2

f(x) = %x—% + Q)

. 1 1 . . 17
= Schiefe Asymptote g(x) =x — =, da lim (f(x) — g(x)) = lim = 1
ymptote g(x) Zx = 7, da lim (f(x) = g09) = lm =~ (1)
= Senkrechte Asymptote mit VZW bei x = -1, da eih@®ST nur im Nenner (1)
Schaubild 1)
t t t
17 17 17

At) = f(xX) —g(x))dx = | ———dx = |—=In(x+1)| = —=In(t+1 2

(® [(()g(» [ZHZ [2( )L 5 In(t+1) @)

20
Alt) =10 to= e —1= 2,24 (1)
Der Abstand des Punktes FM(U)) vom Ursprung ist d(u) s/u® + (f(u))? (1)
Er wird minimal fur u= 1,85 (GTR) mit f(1,85) = 3,41 (GTR)
= P(1,85 3,41) hat minimalen Abstand (1)
K* entsteht aus K durch Verschiebung ug=x—1 nach links undgy= —1 nach unten, da g(x o)+ yo =
2 2
g(x+1)—1:(x+1) +17_l:x +16_ @)
2(x+1) 2x+ 2
K* ist punktsymmetrisch zum Ursprung, da g(—x) x)g( Q)
K ist punktsymmetrisch zu S(-|1—1), denn es entsteht aus K durch Verschiebung gm -1 nach links
und y = —1 nach unten. Q)
f(x) = 4 gilt fiir x, = 1,17 und x= 6,83 (GTR) 2
f besitzt an der Stellex 3,12 ein Minimum (GTR). 2
Der Anteil der abgetrunkenen Flussigkeit ist dégn(ﬂ_—mﬁ' ~81 % (2)
cm



