5.5. Integralrechnung

5.5.1. Berechnung von Integralen mit der Streifenmethode

Definition:

Gegeben seien a, b € R mit a < b und eine auf [a; b] stetige Funktion f

Der orientierte Inhalt der Flache, die durch y
A f(x)
e die x-Achse,
e das Schaubild des Integranden f, b
e die untere Grenze x = a und J'f X) - dx
e dieobere Grenzex=Db / d (x)

b
begrenzt wird, heilt dann Integral ff(x)dx

von f Uber x zwischen a und b.

a

f(x)

Bemerkungen:

1. Der orientierte Flacheninhalt hat ein positives bzw. negatives Vorzeichen, wenn die Flache oberhalb

bzw. unterhalb der x-Achse liegt.

2. Wird das Integral als Funktion in Abhéngigkeit von der oberen Grenze b betrachtet, so nennt man es auch

Xg
Integralfunktion la(x)) = [ f(x)dx .
a

3. Das Integral IaBt sich mit beliebiger Genauigkeit annahern, indem man es als Summe S, von n Rechtecken
mit den Hohen f(xy), f(xz), ... und der Breite Ax = Bzwischen den Grenzen a und b bildet. Dabei
n

mussen die Stellen X3, X,, ... jeweils im 1., 2., ... Rechteck mit der Breite Ax liegen: S, = f(x;)-AX + f(X;)-AX
+ ... + f(X,))Ax. Fur n — o und Ax — 0 streben dann die Summen S, gegen das Integral:

b
Sa— [T(x)dx fiirn — oo
a

Ubungen: Aufgaben zur Berechnung von Integralen mit der Streifenmethode

5.5.2. Stammfunktionen

Definition:

Eine Funktion F heiRt Stammfunktion zur Funktion f, falls F'(x) = f(x) fur alle x € D.
Das Bilden der Stammfunktion ist die Umkehrung des Ableitens und wird daher auch Aufleiten genannt.

Aufleitunsregeln:

Funktion f(x) = Stammfunktion F(x) =
Konstante Faktoren a-g(x) 2-G(X)
bleiben unverdndert s ¢
Summen werden einzeln
aufgeleitet 9(x) + h(x) Gel(X) + He(x)

. 1

Potenzfunktionen x"mitn € R\{-1} n_+lxn Y+c

x ' Inx + ¢

a

Ganzrationale Funktionen

a"+a,. X"+ L rax+ag

n+1 n

a,_ a
Iyl Il g +?1x2+a0x+c

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 1




5.5.3. Berechnung von Integralen mit Stammfunktionen

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir stetige Funktionen
Gegeben sei eine auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion f(x) mit der Stammfunktion F(x). Das Integral von f
uber x zwischen a und b ist gleich der Differenz der Funktionswerte der Stammfunktion an den Stellen a und b:

}f(x)dx = F(x). = F(b) - F(@)

Beweis: / i f(x
b
J f(x)dx] = (I(b))’
a
- lim I,(b+Ab)—1,(b)
Ab—0 Ab
b+Ab b
= lim — f(x)dx — [ f(x)d
AT | 100 T .
T
1 btab a b Ab b+ Ab
= lim — [ f(x)dx
Ab—0 Ab b
= f(b),

b+Ab
denn wegen der Stetigkeit von f strebt f f(x)dx gegen f(b)h fiir Ab — 0. Dazu wéhlt man die Stellen Xpy
b
und Xq € [b;b + Ab], an denen f den kleinsten bzw. gréfiten Wert im Intervall [b;b + Ab] annimmt. Diese
Stellen existieren, weil das Intervall [b;b + Ab] abgeschlossen und f stetig ist. Dann gilt die Abschétzung
b-+Ab
f(Xnm)-Ab < f f(x)dx < f(Xym)-Ab. Fiir Ab — 0 streben xq,, und X gegen b. Wieder wegen der Stetigkeit
b
b+Ab
von f streben dann auch f(x,) und f(xnv) gegen b, d.h. f f(x)dx strebt gegen f(b)-Ab.
b

Damit ist gezeigt, dass (I4(b))’ = f(b) < l,(b) = F.(b) = Fe(b) + c. Zur Berechnung von c¢ setzt man b = a und
erhélt 0 = I,(a) = Fo(a) + ¢ < ¢ = —Fgy(a). Durch Einsetzen ergibt sich die Formel 1,(b) = Fq(b) — Fo(a).

Beispiel:

2 1 21 1 22
[0Z+5)dx = |=x3+5x| =(22°+52) (2 18+51)= =
) 3 3 3 3

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 2 a) — c)
5.5.4. Eigenschaften des Integrals
Intervalladditivitat

Beispiel: Aufgaben zur Integralrechnung Aufgabe 2d)

2 1 2 7 9
a) [x%dx = |=x° = - 8
Pa = [b] =] 7 /
S 0 19 6 /
b) [x*dx = |=x = = /
A 3 5 ft9=x2/
3 1 4] 26 X
d = |Zy3 = — 3
RE Ll Xl A ; /| o
2 3 . e 2
= {x dx+{x dx . . ) Ny




Intervalladditivitat des Integrals
Gegeben seien die Grenzen a, b, c € R mita < b < c und eine auf [a; c] stetige Funktion f mit f(x) > 0 fiir alle x
€ [a; c]. Dann gilt

jf(x)dx = jf(x)dx + jf(x)dx
a a b

In Worten:
Das Integral tiber das Gesamtintervall [a; c] &Rt sich als Summe der Integrale Uber die beiden Teilintervalle [a;
b] und [b; c] schreiben.

Vertauschung der Grenzen

Beispiel: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 2 )

2 1

2
fxzdx =

1

3

13
3

w | oo
w|~

8 _ 1_
3 3

w|
w|~

1
=X
3

1
aber fxzdx =
2

1 2

Vertauschung der Grenzen
Vertauschung von oberer und unterer Grenze bzw. Integration von rechts nach links fiihrt zu
Vorzeichenwechsel, da die Streifenbreite dx < 0 ist:

}f(x)dx: F(a) — F(b) = —(F(b) —F(@) = - jf(x)dx.
b a

Bemerkung:
Liegt die "obere" Grenze b links von der "unteren" Grenze a, so summiert man bei der Trapezmethode von
rechts nach links und die Streifenbreite dx erhdlt ein negatives VVorzeichen.

Flachen unterhalb der x-Achse

Aufgabenblatt zur Integralrechnung Nr. 2 f)

y
1 3 6
A = |[(x* —ax+3)dx| + | [ (x* —4x+3)dx \ /
0 1
4 4
=] —|+| —= X /
3 | 3 | 4
= § FE 3
3 (3
Flachen unterhalb der x-Achse \ f(x)dx /

[N

Flachen, die unterhalb der x-Achse liegen, werden negativ gezéhlt, da
die Streifenhohe f(x) < 0 ist:

[« )
x

b
ff(x)dx < 0, falls f(x) <0 furalle x € [a; b]. 1 ) 2 4 :
a f(x)dx

AN
—

Bemerkung:
Zur Berechnung von Flachen, die unterhalb der x-Achse liegen,
verwendet man den Betrag des entsprechenden Integrals

N

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 3 und 4



Flachen, die durch zwei Schaubilder begrenzt werden

Beispiel. Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 5 a)

S

A

1
J @) = (x))dx N
-1

1
f dx L N
- 09

I
N
. x
m

P

[
[REN

N

Inhalte von Flachen, die durch zwei Schaubilder begrenzt werden

Gegeben seien zwei Funktionen f und g, mit f(x) > g(x) fiir alle x € [a; b]. Dann l&sst sich der Inhalt A der
Fléache, die durch die Senkrechten x = a und x = b sowie die Schaubilder von f und g begrenzt wird, als Integral
tber f(x) — g(x) (= Streifenhohe) berechnen:

A = }f(x)—g(x) dx

Bemerkung:

Schneiden sich die Schaubilder von f und g innerhalb des Intervalls [a; b], so muR das Integral in entsprechende
Teilintervalle aufgeteilt werden, so dass im Integranden immer die oberhalb der Flache verlaufende Funktion
ein positives Vorzeichen besitzt. (oder Betrége verwenden)

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 5 - 7

5.5.5. Die Substitutionsmethode

Satz Uber die Substitutionsmethode bei der Integration

Fur eine auf [a; b] differenzierbare Funktion z und eine auf [z(a); z(b)] integrierbare Funktion f gilt
b 2(b)

J2'(x)-f(z(x))dx = [ f(2)dz

a z(a)

Beweis
Man geht von der Kettenregel der Differentialrechnung aus:
fzx)) ' = 2ZE)f(zKX)) | Integration von x = a bis x = b auf beiden Seiten
b b
f f(z(x)) 'dx = fz '(x)-f '(z(x))dx | Hauptsatz fiir Integration tiber dx auf der linken Seite anwenden
a a

fz): = jz ) (2(x))dx

b
fz(0) — f(z(@) = [z'(x)-f(@(x))dx

b
f(2) ig = fz '(x)-f '(z(x))dx | Hauptsatz fiir Integration tiber dz auf der linken Seite anwenden:
a
z(b) b
[ f@dz = [z'()-f'(z(x))dx
z(a) a

In der Anwendung betrachtet man die duflere Ableitung f'(z) als Ausgangsfunktion und formuliert die
Gleichung daher mit f anstelle von f*:

z(b) b

[ f@dz = [z'()-f(z(x))dx

z(a) a




z(b)

Beispiele:}z'(x)f(z(x))dx = [f(2)dz:
a z(a)

4

2 2
1 [2x-e¥dx = [e’dz =¢' e mitz(x) = x* und f(z) = €”.
1 1
1 ) 1 1 ) 6
2. [x-e¥"°dx =Ef2x-ex dx = [e’dz =e® e’ mitz(x) =x* +5und f(z) = &
0 0 5
% 3x 33 1 3 %1 3 3,8 . ) 1
3. [ dx = = [2x dx = = [=dz = ~(In8-1In3)= >In—- mitz(x) =x’ -~ Lund f(z) = =
2)(2_]_ 25 x2 -1 2512 2 2 3 z

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 8

5.5.6. Produktintegration

Satz Uber die Produktintegration oder teilweise(partielle) Integration

b b
Fur auf [a; b] differenzierbare Funktionen g und h gilt f g'(x)-h(x) dx = g(x)-h(x): - f g(x)-h'(x) dx
a a

Beweis
Man geht von der Produktregel der Differentialrechnung aus (von rechts nach links gelesen)
gi)-h(x)  + 9(x)-h'(x) = g(x¥)-hx) " =

Da die Stammfunktion der linken Seite bekannt ist, 1aBt sich daraus auch eine Regel fir die (zumindest
teilweise) Integration von Produkten gewinnen:

b b b
[ 9'()-h(x) dx + [ g(x)-h'(x)dx = [ g(x)-h(x) ‘dx

= g(x)-hx)}

Beispiele: } g'(x)-h(x) dx = g(x)-h(x)g - j g(x)-h'(x) dx

1 1 1

L [ xedx=[e"xdx= e"~x}l - [ e ldx = ex~x]1 et = ex-(x—l)}1 =1
) ! o 0 0 0

2. [ (x+m)-cosx dx = [ (cosx):(x+m) dx = (sinx)-(x+m), — [ (sinx)-1dx = (sinx)-(x+)
0 0 0

— cosX ;= (sinx)-(x+m)—cosx, =0
2 2 2 2 1 2 2 2

3. f Inx dx :f Linx dx = x-Inx; ff X-— dx = x:Inx; = x; = x:-Inx—x;=2In2-1
1 1 1

Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 9 und 10

5.5.7. Partialbruchzerlegung

Satz Uber die Partialbruchzerlegung echt gebrochenrationaler Funktionen

. . ax; +b ax, +b
Fir a, b, X1, X, € R und x; # x, gilt ax+b - A LB onitaz 2t gp= PP
(X=X)-(X=X3) X=X = X=X, X1 = X3 X2 =%y
Beweis:
A . B _AKX=X)FBX=X) _ (A+B)X—AX,—BX; _ ax+b & (A+B)x—
X—Xq X=X, (X—X%;)-(X—X,) (X—X1)- (X —X5) (X—X%p)-(X—X,)
ax, +b ax, +b
Ax;—Bx,=ax+bVvxeR & A+B=aund -Ax; —Bx,=bh & A= 179 jndp= X0
X1 =X, Xy — X




) b
ax +b - A, B Ao @b e @ th

(X=X) (X=Xz) X=X, X=X, X1 = X3 X2 =X

Beispiel:

3 3 3 3
2 2 1 1 3 3 4 1 8
dx = [ ———dx = | —dx — | —dx = In(x+D) . — In(x-1) . =In=——-In= =In—=
*{XZ -1 [(x+l)(x—1) *£X+l *fo—l (1), x=D, 3 2 3

5.5.8. Uneigentliche Integrale

Definition 1 4
Wenn sich eine Kurve fiir x — + o oder x — a schnell genug einer 0
Koordinatenachse oder einer anderen Kurve annahert, konvergiert 9
auch die entsprechende Flache gegen einen Flachengrenzwert. Die 0,8
Flache hat dann zwar eine unendliche Ausdehnung und keine
geschlossene Umrandung, besitzt aber trotzdem eine endliche 0.7 \
MaRzahl. Solche Grenzwerte von Integralen nennt man daher 0,6 \
uneigentliche Integrale. Man schreibt abkirzend: ff(x)dx = 0'5'\
2 04 -
b b b \
JLTO { f(x)dx bzw. 7f f(x)dx = aﬂr_noo { f(x)dx 03 \
i 0,2 1
Beispiel: 0,1 -
1 b 1 _ b _ 0 — X
dx = lim dx = lim = +2| =
{(x+1)3 b*%{(x+l)3 b | (x+D)7 |, b | (b+1)? o 1 2 3 45
Ubungen: Aufgaben zur Integralrechnung Nr. 11 und 12
5.5.9. Numerische Integrationsmethoden
Lineare Naherung mit der Sehnentrapezregel
b y A
Jf(x)dx =S, +S,
a f(x)
a+b a+b
f(a)+f|—— fl——|+f(b
_b- ()+[2]b [2]“) s | s
= . . .
bia i a+b i i f(a) f|atb] |fo)
= ——[f(a) + 2-f + f(b)] 2
4 2
» X
a B a+b E b
. 2 2 2
Quadratische Niherung mit der Kepler’sche Fafsregel
b 2 S,)+T
[f)dx = 28 +S)+T
. 3
2 1 Yy A
= —(S1+S)+=T
3( 1+S) 3
b—a a+b 1 a+b
= ——[f(a) + 2-f +f(b)]+ = (b—a) f|—
6[() [2]()]3(a)[2] :
] A T f(x)
= %a [f(a)+4-f[a+ ]+f(b)] f[a+b
2
> X
a\ ~ A
b—a



Beispiel:
2 _ 3

1. Lineare Naherung mit Sehnentrapezregel: fx3dx ~ % [13 + 2[%] +2% = % =3,9375
1

2 2-1 1+2Y’ 15
2. Quadratische Naherung mit Keplerscher FaBregel: [ x*dx = e [1°+4 [T] +2% = i 3,75 ()
1

2 2
3. Exakter Wert mit dem Hauptsatz (Stammfunktion): [ x*dx = %x"’ = % =375
1

1
Ubungen: Anwendungsaufgaben zur Integralrechnung Aufgabe 1

5.5.10. Inhalte von Rotationskérpern

Satz (Rotation um x-Achse)
Gegeben seien a, b € R mita < b und eine auf [a; b] stetige Funktion f mit f(x) > 0 fur alle x € [a; b]. Dann hat
der Kdrper, der durch Rotation des Schaubildes von f im Bereich [a; b] um die x-Achse entsteht, das Volumen

V= w-}(f(x))z-dx.

y y
A f(x A f(x
} b
f(x)- dx - [(F(x)? - dx
e j f (f(x))
}f(x) f(x)
| =} ’X | ’X
a dx b a b
dx

Beweisidee

b

Die Fléache ff(x)dx zwischen Schaubild und x-Achse lasst sich mit beliebiger Genauigkeit annéhern, indem
a

man die Summe S der Flachen f(x)-dx der Rechtecke mit Héhe f(x) und Breite dx zwischen den Grenzen a und

b bildet. Bildet man stattdessen die Summe S der Volumina n-f(x))*dx der Zylinder mit Radius f(x) und Héhe

b
dx, so erhalt man entsprechend das Volumen V = - f (f(x))? - dx zwischen rotierendem Schaubild und x-Achse
a

Satz (Rotation um y-Achse)
Gegeben seien a, b € R mit 0 < a < b und eine auf [a; b] stetige und streng monotone Funktion f mit der
Umkehrfunktion f *. Dann hat der Kérper, der durch Rotation des Schaubildes von f im Bereich [f(a); f(b)] um
f(b)
die y-Achse entsteht, das Volumen V = = [ (f7*(y))? dy.
f(a)
Beweis: klar

Ubungen: Anwendungsaufgaben zur Intergralrechnung Nr. 2 - 5




