5.6. Differentialgleichungen

Bei viele physikalischen Problemen ergeben Sidferentialgleichungen (DGL), in denen eine physikalische
GroRRe y(x) und ihre eigen Ableitung y'(x) vorkomm@&eispiele sind

= Weg s(t) undGeschwindigkeitv(t) = s'(t)

= Geschwindigkeitv(t) undBeschleunigunga(t) = v'(t)

= Ladung Q(t) undStromstéarke I(t) = Q'(t)

= Arbeit W(t) undLeistung P(t) = W'(t)

Da sowohl y(x) als auch y'(x) auftauchen gelingt iasder Regel nicht, solche Gleichungen nach y(x)
aufzulésen. Man ist in vielen Féllen auf Probieoeler Naherungsverfahren angewiesen. Fir einigendes®
haufige und einfache Typen von Differentialgleichan gibt es aber allgemeingtiltige Loésungsansateeind
folgenden vorgestellt werden sollen.

5.6.1. Trennung der Variablen

Definition: Eine DGL hat

= 1,2, 3., uswOrdnung wenn sie hdchstens 1., 2., 3., Ableitungen yYXjx), y"”(X), usw. enthalten
= linear, wenn die gesuchte Funktion und ihre Ableitungenin 1. Potenz auftreten,

= nichtlinear, wenn die gesuchte Funktion und ihre Ableitunggchan héheren Potenzen auftreten.

Beispiele

1. y'(x) =0,2y(x) + 2 ist eine lineare DGL 1. Ordnung

2. (yY(x))?=0,2y(x) + 2 ist eine quadratische DGL 1. Ordnung
3. y'(X) - 2y'(x) + 2=0 st eine lineare DGL 2. Onding

4. y'(x) = y(x) + x> - 5 ist auch eine lineare DGL 2. Ordnung

Ubungen: Aufgaben zu Differentialgleichungen Nr. 1

Differentialschreibweise
In den Naturwissenschaften werden Differenzen oit @nem DeltaA abgekiirzt und Argumente van

Y(x)—y(xo) _ Differenz der y-Werte
U ox— Xg Differenz der x-Werte

Funktionen weggelassen. DBifferenzenquotient schreibt sich dan

A . . : . . .
= A_y Fir die gegen Null strebenden Differenzen degifferentialquotienten verwendet man di¢
X

yO)—y(%o) _ o Ay _dy

Differentialschreibweise y'(x) = lim .
X—Xg X—Xp Ax—0 AX dx

Merke: A = endliche Differenz, d = unendlich kleine Diffame

Beispiel fur die Losung eine linearen DGL 1. Ordnug durch Trennung der Variablen

Bestimme die Lésung y(x) der Differentialgleichwifx) = 2-y(x) — 5 mit gegebenem Anfangswert y(O)i}

Losung:
V(x 2y(x) -5 | Differentialschreibweise anwenden
% =2y-5 | Trennung der Variablerdx; :2y — 5
X
i =dx | Integration auf beiden Seiten:
2y—5

Man integriert links von y(0) bis y(x) und rechtstgprechend von 0 bis x. Vereinfachend wird hiergleiche
Buchstabe x sowohl als Integrationsvariable alh@ls obere Grenze eingesetzt!

y(X) X
f Ldy = fldx | Integrale mit Stammfunktionen l6sen
y02Y=5 "
1 y(x) <
=In(2y - 5) = [x], | Einsetzen
2 y(0)
ZIn@y() - 5) - In@y(0) ~5)] =x-0 2



In[M] =2x | Exponieren

2y(0)—-5
2y(X)75 — X . - -
W—ez |-2y(0) - 5; + 5; :2
Yo (0 = D)+ > 1y(0)= einsetzen
= ezx + E
2

Ubungen: Aufgaben zu Differentialgleichungen Nr. 2

5.6.2. Exponentielles Wachstum (siehe auch 4.7.4.)

Exponentielles Wachstum.
. . . df . .
Exponentielles Wachstum tritt auf, wenn diederungsrate f'(t) = o proportional zunBestandf(t) ist:

— =kf(t) | Trennung der Variablen
— = kdt | Integration auf beiden Seiten

£(t) t
i ar_ [kdt | Losen der Integrale mit Stammfunktionen
0 0

oy |
f(t) : i}
In|—=| =kt | Exponieren und nach f(t) auflésen

Ubungen: Aufgaben zu Differentialgleichungen N.53

5.6.3. Beschranktes Wachstum (siehe auch 4.7.5.)

Beschranktes Wachstum
y df
Beschranktes Wachstum tritt auf, wenn Armderungsrate f'(t) = at proportional zunsattigungsmankoS -
f(t) ist:
df .
s = k[S —f(1)] | Trennung der Variablen
df . . .
s 7 = kdt | Integration auf beiden Seiten
f(t) df t
— = fkdt | Loésen der Integrale mit Stammfunktionen
£(0) S—f 0
S—f(t) _ )
=In = kt | Exponieren und nach f(t) auflésen
S—1(0)
f(t) =S - [S —f(OF™.

Ubungen: Aufgaben zu Differentialgleichungen N+.8




5.6.4. Logistisches Wachstum (siehe auch 4.7.6.)

Logistisches Wachstum
- . . df .
Logistisches Wachstum tritt auf, wenn diaderungsrate f'(t) = s proportional zunmBestand f(t) und zum

SattigungsmankoS - f(t) ist:

df
ot = kf(t)-[S — f(1)] |Trennung der Variablen
_dar k-dt | Partialbruchzerlegung
f-(S—f)
o LA s
Sf S (S f)
c:_f + % = Sk-dt | Integration auf beiden Seiten
g O g t
[ — = [ Skdt | Lésen der Integrale mit Stammfunktionen
o f oS f 0
f(t t
I ( ) ( ) Skt | Vereinfachen
f (0) "= f(o)
f(t)-|S—f(0
In o { ( )] | Exponieren und mit Hauptnenner multiplizieren
f(0)- {s f( )]
f(E]S - f(0)] = f(O)[S —f(t)]-e> | nach f(t) auflésen
kt
f(t) = (Q-se — | Vereinfachen
[S—f(0)]+ f(0) €
ft) = 1Q)-S | Ableitung mit Kettenregel (Probe)

[S—(0)] e ** + £(0)

£(0)-S
(s fo) e+ (0)

f(t) = =I8[S - f(0)}-e S| —

£(0)-S S[s-1(0] €%+ S f(0) S f(O
[S—1(0)] &K + (0) [S—f(0) e+ (0)
= kf(t)[S - f(1)]

Ubungen: Aufgaben zu Differentialgleichungen Nr. 9

5.6.5. Harmonische Schwingungen (siehe auch 4.8.2.)

Harmonische Schwingung
Eine harmonische (ungedampfte) Schwingung tritt, eilenn die Beschleunigung f'(t) entgegengesetzt
proportional zutmomentanenAuslenkung f(t) ist: f7(t) = —o*f(t) mit der Winkelgeschwindigkeit » und der
maximalen Auslenkung= Amplitude f(0) = A. Diese DGL 2. Ordnung hat die Losung ft)A-cos (t) mit

der. Die Schwingung hat dann dteriodendauerT = 2t bzw. dieFrequenzf = %
W

Ubungen: Aufgaben zu Differentialgleichungen Nruh@d 11



