5.7.8. explizite Naherung der Exponentialzahl e nach Leonhard Euler AD 1743

Wird das Kapital K = 10000 € mit denjhrlichen Zinssatz p = 10 % verzinst, so hat man nach eidain

10000[1+%] = 11000 €. Lasst man sich nun aber von der Baakrdinatlichen Zinsen von p = 1 %

12
iﬂ] = 11047 €. Lasst
100

man sich digéglichen Zinsen auszahlen und legt sie ebenfalls gleicldevi@n, so erhdlt man nach einem Jahr

360
10000[1+3—20-%(J = 11051 €. Da die Bank bei der Berechnung der Mwnanhd Tageszinsen die

Selbstverzinsung nicht berticksichtigt und einfaalch die Zahl der Verzinsungsabschnitte teilt, kevan also
auf diese Art den personlichen Zinssatz steigeemnbard Euler aus Basel untersuchte im Jahr 1#&1Brdige
nach dem theoretisch maximalen Gewinn, der bei ey zu Monats-, Tages-, Stunden-, Sekunden-, Hsw.
Zinsen moglich ist. Der Einfachheit halber setzteden Jahrszins p = 100 % an und erhielt das Eigebn

auszahlerund legt sie gleich wieder anso erhélt man nach einem Jahr 1OEID®

lim

n—oo

1+1] = e~ 2,7182818...Dieses zunachst wie eine bedeutungslose Spielereeadetirgebnis erwies
n

sich als eine der wichtigsten Zahlen, die es in der Mathergitik Euler selbst rechnete mit der sehr schnell

konvergierenden Naherungsfolge e = f—% 1 + 1
2 23 234

f(x) = € ihre eigene Ableitung ist: f(x) = f(x) =*e Auch die Schreibweise ,f(x)* stammt von ihm. Die
Exponentialzahl e (Euler selbst hat nie die heuiagigge Bezeichnung ,Eulerschen Zahl* verwendet) ist
aullerdem eine der wenigen bekanrtramszendenten Zahlen d.h., sie lasst sich nicht durch Briiche oder
Wurzeln ausdriicken. Obwohl die transzendenten Balmeihrer Dichte auf dem Zahlenstrahl alle anderen
rationalen und irrationalen Zahlen weit tGbertreffsimd nur sehr wenige bekannt, u.a. dieiszahl =, deren
Bezeichnung ebenfalls von Euler stammt.

+ ...+ il + ... und bewies u.a., dass die Funktion
n!

Die Konvergenz der Folgg &

1+ 1] wird in zwei Schritten gezeigt:
n

(e,) steigt monoton Fir n> 1 ist
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Die Ungleichung von Bernoulli (Aufgaben zu Folgen B0 f)) besagt, dass (1 +"% 1 + nx fir n> 2 und x >

-1. Entsprechend gilt natiirlich auch (1 +*X)> 1 + (n+1)x Setzt man x :( il)z’ so erhalt man
n
1 " n+1 1 n
1- | >1- > =1-—— =—— Daraus folgt durch Einsetzen weiter
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n+1
(e,) ist nach oben beschranktDie Folge f = [1+—] liegt stets oberhalb von.eAuRerdem fallt sie aber
n
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Die Ungleichung von Bernoulli diesmal in der Forin xJ™*?> 1 + (n+2)x mit x = ( 1+ 5 ergibt wie oben
n(n
n+2
[1+ n(ni 2)] >1+ —n?ntrzZ) =1 +% = _n:l_ Daraus folgt durch Einsetzen weiter

n+1 n n+l
=1.

f, >n+1_ n

—h

Da f, oberhalb von gverlauft und monton fallt, liegen allg, @.B. unterhalb des ersten Folgenglieds 4.
Damit ist gezeigt: esteigt monoton, ist gleichzeitig aber nach obescbhginkt und muss daher gegen einen

n—oc

. 1" :
Grenzwertlim [1+—] = e konvergieren.
n
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