5.7. Aufgaben zu Folgen

Aufgabe 1: Lineares und beschréanktes Wachstum

Aus einem Quadrat mit der Seitenldnge 1 dm geheh diai rechts
angedeutete Weise neue Figuren hervor. Die im nSeritt angefligten

1
Quadrate sind jeweils nug so breit wie die im (n — 1)-ten Schritt

angefiigten Quadrate.
a) Berechne den Umfang,Wach n =0, 1, 2, 3 und 4 Schritten.
b) Wie grof ist der Zuwachs,U -U, des Umfangs im n+1-ten Schritt?

c) Stelle eine Formel auf, mit der sich.Waus U} berechnen lasst.

d) Stelle eine Formel auf, mit der sich direkt aus n berechnen lasst.

e) Berechne den Flacheninhalf 8er Figur nach n =1, 2, 3 und 4 Schritten
f)  Wie grof ist der Zuwachs,A — A, der Flache im n+1-ten Schritt?

g) Stelle eine Formel auf, mit der sich.Aaus A berechnen lasst.

h) Stelle eine Formel auf, mit der sich, Alirekt aus n berechnen lasst.
1_ Xn+l :I

Hinweis: 1 + X + X+ + ... + X' =

1-x
i) Berechne Ay und Ugo und vergleiche. Welche Aussage lasst sich aus
diesem Beispiel Uber den Umfang und die Flacherletér Gebilde
wie z. B. des Landes Baden-Wirttemberg ableiten? ]
i) Berechne den Grenzwelim A,

n—oo

Aufgabe 2: Berechnung von Folgengliedern aus gegetsn expliziten und rekursiven Formeln
Berechne die ersten 5 Folgengliedgr.a, a:

a) a=1002" e) a.+1:a1+%mita):3
b) a=100-5@™" f) a]+l=an+%anmita)=3
C)ari 9) & -a1+1(5—aa)mitao-3
n+i " 2
1 .
d a=(n+1)(n+2) h) a1=a1+§)af(5—aq)mlta)=3

Aufgabe 3: Bestimmung von expliziten und rekursiver-ormeln aus gegebenen Folgengliedern
Stelle die explizite und die rekursive Formel fig degebenen Folgenglieder auf:

1 2 3 4
a =1;a=3;a=5a=7;a=9 e =0;a=—,®=—,&B=—,=—
) @a=l,a=3;8=5a=7;a ) a=0;a S, T AT A
2 4 8 16
b =3:a=6;a=12;a=24;3a=48 =1l:a=—; =—; = —: =
) @=3;a=6;3 a3 a f) a=1a g BT g T iAo
7 11 5
C) @=2,a=6;3=18,a=54;a=162 g)a=44a=tq=g;@=7ﬁw=§
2 4 1 16
d =2:4=53=10;a=17;a=26 h =0;a=—; = == =
) @=2;a=58 a a ) 3=0;a g BT g e iAo
Aufgabe 4: Bestimmung von rekursiven Darstellungeraus expliziten Formeln
Gib eine rekursive Beschreibung fur die folgendelgén an:
a) 3=3n+2 b) a=rf-2n c) a=3" d)a]:L
n+1
Aufgabe 5: Bestimmung von expliziten Formeln aus teursiven Darstellungen
Gib eine explizite Beschreibung fir die folgendeigen an:
a) guu=a-3mitg=2 C) @g1=&+2n+2mitg=0
b) a.1=0,8a, mit g =20 d gu=a+2n+1mitg=0

Aufgabe 6: Monotonie einer Folge
Untersuche die folgenden Folgen auf Monotonie wrgtitinde anhand der Definition.



a) a,z:_;i b) a=+vn?_n ¢) a=rf-3r d) a=rf2"

Aufgabe 7: Beschranktheit einer Folge
Untersuche die folgenden Folgen auf Beschranktimeitbegriinde anhand der Definition.

a) a.=ni+1 b) &= +/n*+n c) a=r"-n d) a=m3"

Aufgabe 8: Grenzwert einer Folge
Gib den Grenzwertlim a, = a an und begriinde anhand der Definition.

n—oo

a) a= rr::i b) a1=%\/n2+n c) a]=%sinn d) a=r2™"

Aufgabe 9: Grenzwert einer Folge
Untersuche die Folge {lamit Hilfe von Beschrénktheit und Monotonie aufri@rgenz

a)a,—i+i+i+ +i c)a]—i+i+i+ +i
? 22 P 7 n? P F

b) a,=i+i+i+...+; d) a= t 11 +...+i
? ¥ 5 (2n+ 17 n+l1 n+2 n+3 2n

Aufgabe 10: Vollstandige Induktion
Beweise mit Hilfe der vollstandigen Induktion:
a) 2+4+6+..+2n=n(n+ 1) firnl

b) 12+22+32+...+r?=%n(n+1)(2n+1)fﬂrrzl

_ YN+l
1 furn>1

c) X+x+xX+x+...+X=

d) 7teilt8 -1furn>1
e) 6teiltrf - nfirn>2

f) (@ +x">1+nxfurr2, x>-1undx 0 Bernoulli-Ungleichung)



5.7. Lésungen zu den Aufgaben zu Folgen

Aufgabe 1: Lineares und beschrénktes Wachstum
Alle Strecken in dm, alle Flachen in &m

a) Up=4,U=6,L=8,U,L=10und Y=12

b) U — U, =2 (ineares Wachstum

c) Up=U, + 2 (rekursive Formel)

d) U,=4+ 2n éxplizite Formel)

€) Ao=1, A=l+s~ 133 A=1+2 += ~144 A=1+=+= + =~ 148und A=1+= + =
o & 3~ 3 9 T 3 9 27177 3 9
R R T
27 81
1 2 1n+1

f) An+1—An=3"+1-[— =[—] (beschranktes Wachstum

3n+1 3

n+1

9) A=A+ [% (rekursive Formel)

1 2 n . +1 n+1 n
h) Ay=1+ I o+ 1 _1-1/37 _3 1- 1 =3_12 .(explizite Formel)
3 3 3 1-1/3 2 3 2 23

i) U = 204 und Ay = 1,5= Der Umfang wéachst unbeschrankt aber die Flachesrhd&ich einem
Grenzwert.

n+1
i lim A,= lim 3 1—[1] -3
2 3 2

n—oo n—oo

Aufgabe 2: Berechnung von Folgengliedern aus expiien und rekursiven Formeln

a) @=100;a=50;a=25a=125;3=6,25 e) a=3;a=35a=4,a=45a=5

b) =50;a=75;,a2=87,5;3=93,75;2=96,875 f) a=3;a=4,5;a=6,75;a=10,125; a= 15,1875
c) a)=1;a=%;az=é;ae,=%;a4=% 9 a=3,a=4,3=45,a=4,75a3=4,875

d =2;a=6;2=12;a3=20;a=30 h) @=3;a=3,3;a~ 3,74;a~ 3,98;a=4,18

Aufgabe 3: Bestimmung von expliziten und rekursiveri-ormeln aus Folgengliedern

mi’[a):():aﬂzi

a =g +t2mitga=1=a,=1+2n e =gt ——
) &= ) & ) A&1=a D01 2) i
. N 2 2\"
b) a+.1=2g mitgy=3=8,=32 f) an+1:§a,1m|tag:1:>a1: 3
C) a1=3amtgy=2=>g,=23" 0) gu=at——————— mita=—1=3a= 4n—1
" " (2n+ 3)(2n+ 1) 2n+1

2

2
d gua=a+2n+3mitg=2=> a=r+1 h) aﬂ:%(n—ﬂj &fUrnzlmitqzlunda:O:%:g—n
n

Aufgabe 4: Bestimmung von rekursiven Formeln aus gliziten Formeln

a) =g +3mitay=2 C) a+1:%aqmita)=1
. 1 .
b) au=a+2n—-1mitg=0 d gu=a+————— mita=0
) &= a ) =3 D0 2) &
Aufgabe 5: Bestimmung von expliziten Formeln aus teursiven Darstellungen
a) a=-3n+2 b) a=200,8 c) a=n(n+1) d a=rf



Aufgabe 6: Monotonie einer Folge

a 2
a) monoton zunehmend, d&** = nin+1) _ 2” +n
a, (h+2)(nh—-1) n°+n-2

a Jn+1¢ — (n+1 2
b) monoton zunehmend, dadtt = ( ¢ ) = n2+n
\Vn?—n n°—n

c) monoton zunehmend firn 2,dag.;- a=(Mn+1f- 3n+1§-r*+3f=3rf- 3n- 2=3(h- n-

> 1 fur alle ne N.

> 1 fur alle ne N.

§)>OfUrn22

d) monoton abnehmend fiirrn 2, daa,;— a=(Mn+1§f2 Y- 2 "=2 "2 +2n+1- 2f =2
(- P +2n + 1) <O fur e 2

Aufgabe 7: Beschrénktheit einer Folge

a) Obere Schranke, & 1, weilla< 1< %1 < 1 fir alle n€ N und untere Schrankeg S 0, weil 3 > 0
n

o N > ofuralle ne N
n+1

b) Keine obere Schranke S, da es keig R gibt, so dass,ac S< Jn’+n < Se P +n< Sfirallen

e N erfulltist und untere Schrankg S0, weil a> 0< +/n?>+n > 0O fur alle ne N.

c) Obere Schranke,$ 0, weil a<0< - < 0< (1 - n)< O firalle neé N und keine untere
Schranke S, da es keinsS R gibt, so dass,@ S< - > Sfirallenc N

d) Obere Schranke,$ 1, weil ag< 1< 3 "< 1< r*< 3'firalle ne N und untere Schrankg S 0,
darf-3""> O fiir alle ne N

Aufgabe 8: Grenzwert einer Folge
Zu zeigen ist, dass es fir jedes 0 ein n gibt, so dass die Ungleichung, - a <e¢ furallen>n erfillt
ist.

n+2 < e 1

a) lima,=1,dajla- @l <e¢ < |1- < o < g = l—1§n
n—oo n+1 n+1 e
erfllltistfurallen> n, = 1 1.

€
b) lima, =1, dajla- & < ¢ < |1- l\/n2+n| < g = | 1 - 1+1| <
n—oo n n
1 1 5 1 i}
€ < I+—<1-¢ o 1+=-<(1- ¢ )@—25 n< < n erfullt
n n 1- (1) e(2—¢)
istfurallen> n, = .
e(2—¢)
. 1 . 1 ey g 1

c) lima=0,daa- @l <g¢ < | =sinn| <¢g¢ = Z < nerfulltistfuraller» n, = =.

n—oo n € €
. 3a-n 1 2" e g

d) lima=0,daja-al <e < | m2"| <¢g = = < —; erfulltist fur alle = 10

n—oo IS n

Aufgabe 9: Grenzwert einer Folge

a) &, ist monoton steigend, da.a—- & =

> 0 fur alle ne N. (a) ist nach oben beschrénkt, da

(n+1)
n n
an=i +i +i +...+i <1+fidx =1+ 1 =2- 1 < 2 fur alle ne N. (a,) muss daher
1?22 3 n? 1 X2 X n
2
gegen einen Grenzwettm &, < 2 konvergieren. L. Euler zeigt im Jahr 1736, déiss &, = % ~ 1,64
n—oo n—oo



b) &, ist monoton steigend, da.a- a = ; > 0 fUr alle ne N. (&) ist nach oben beschrankt, da

(2n+ 3¢
n n
an:iz+i2+i2+_,+—1 <1+f—d1 2)(:;|_+[_—1 _3__1 <§fur
? 3 5 (2n+ 1y o (2x+1) 22x+1), 2 4n+2 2

alle ne N. () muss daher gegen einen Grenzwém g, < g konvergieren. L. Euler zeigte im Jahr

n—oo
2
1736, dasslim a, = % ~ 1,23

n—oo
C) &, ist monoton steigend, da.a - = 3% > 0 fur alle ne N. (&) ist nach oben beschrénkt, da
n n n
a1:1+i+i +i+__+i< idx:fe’ln:;xd)(: 7iefln3x :i_ 1 <i
3 32 P 33 Y In3 , In3 In3.3 In3
fur alle ne€ N. (a) muss daher gegen einen Grenzwdirh a, < % konvergieren. Der exakte
n—oo n

1 2 n
Grenzwert ergibt sich durch Anwendung der Summendébrg, = 1 + [:—];] + [1] + ...+ [1] =

3 3

. +1 n+1 n

% = 3 1- 1 = s_11 = lim a,= 3 (siehe Aufgabe 1!)
1-1/3 2 3 2 213 n—o0 2

. . 1 1 1 1 1
d ist monoton steigend, dag.a— & = + - = - > 0 fur alle ne N.
) @ g A 4 2n+2 2n+1 n+4+1 2n4+1  2n+2
. 3} 1 1 1 1 o1 n
(a,) ist nach oben beschrénkt, da=a + + +...+— < [——dx = [In(n+ x)|, =In
n+tl n+2 n+3 2n  pn4x 0
2n - Inn=1In 2 fir alle = 1 und g = 1. () muss daher gegen einen Grenzwérh g, < In 2

n—oo

konvergieren

Aufgabe 10: Vollstandige Induktion

a) Induktionsanfangn=1:2=1-(1 +1)
Induktionsschritt n= n + 1:
Induktionsannahme fir ein beliebigesn2 +4 +6 +... + 2n=n(n + 1)
zu zeigen ist die Behauptung firn+12 +4 +6 +...+2n+2(n+2=(n+ 1)(n + 2)
Linke Seite mit Einsetzen der Induktionsannahme
2+4+6+.+2n+2(n+2)=n(n+1)+2n =¥ +3n+2
Rechte Seite(n + 1)(n + 2) = i+ 3n + 2qed

b) Induktionsanfang n=1: f = % 11+1)(2+1)=1

Induktionsschritt n= n + 1:

Induktionsannahme fiir ein beliebiges n1> + 2+ ¥+ ... + f = %n(n +1)(2n + 1)

zu zeigen ist die Behauptung furn +:112 + 2+ &+ ...+ + (n+ 1§ = %(n +1)(n +2)(2n + 3)

Linke Seite mit Einsetzen der Induktionsannahme
P+2+F+..+17 +(n+1i=%n(n+1)(2n+1)+(n+f)=%n3+gn2+ 1—;n+1

Rechte Seite%(n +1)(n + 2)(2n + 3) =::§—'(2n3 +9rf + 13n + 6) =% n®+ gnz + %n +1ged

1-x* _ (-x)@+x) _ 1+x

¢) Induktionsanfangn=1:1+x=
1-x 1-x

Induktionsschritt n= n + 1:

Induktionsannahme fiir ein beliebiges nx® + x* + 2 + X + ... + X =



d)

e)

1— Xn+2

zu zeigen ist die Behauptung fir n + D+ x* + 3¢ + X% + ... + X + X" =

1-x
Linke Seite mit Einsetzen der Induktionsannahme
_ N+l _ N+l 1 M2 _yN+2
Oaxd+ bt R ats X e XXX LT
1-x 1-x 1-x

Induktionsanfang n = 1: 7 teilt 8- 1=7

Induktionsschritt n= n + 1:

Induktionsannahme fiir ein beliebiges n7 teilt 8' -1

zu zeigen ist die Behauptung firn +17 teilt **- 1=88"- 1=78"+8 - 1

Offensichtlich ist der linke Summand8? durch 7 teilbarNach Induktionsannahmeist auch der rechte
Summand 8n — 1 durch 7 teilbar und damit die g&weameged

Induktionsanfangn=1:6teilt 3- 2=6

Induktionsschritt n= n + 1:
Induktionsannahme fiir ein beliebiges n6 teilt i — n
zu zeigen ist die Behauptung firn +:16 teilt (n + 1y— (n+1)=A+3rf+2n=(F - n) + (33 + 3n) =

(- n)+ G%n(n +1)
Nach Induktionsannahmeist auch der linke Summand A n durch 6 teilbar. Da entweder n oder n + 1
gerade ist, ist% n(n + 1) eine ganze Zahl. Daher ist auch der reShtamand 6% n(n + 1) durch 6 teilbar

und damit die ganze Sumnged
Induktionsanfang n=2: (1 +xj=1 + 2x + £> 1 + 2x, da %> 0

Induktionsschritt n= n + 1:
Induktionsannahme fir ein beliebiges n(1 + xJ' > 1 + nx
zu zeigen ist die Behauptung fir n +2(1 + x)' **> 1 + (n + 1)x
Linke Seite mit Einsetzen der Induktionsannahme
A +x3" 1@+ %02 +x)> (1 +nx)(1 +x) , da nach Voraussetzangx > 0
=1+(n+1)x+X%
> 1+ (n + 1)x, da%> 0qed



