5.7. Prufungsaufgaben zu Folgen

Aufgabe 1: Explizite Darstellung (3)

2 5 5 17
a) Bestimmen Sie die explizite Darstellung der Folgg it sy =1, a = 2 Q= 9 &= R &= o5 und
13
=— (2
%= 13 (2)
b) Geben Sie den Grenzwert der Folge an (1)
Losung
2
L +12 mit lim a,=1
(n +1) n—oo

Aufgabe 2: Explizite Darstellung (3)

E —iund =
5 &=y undas

1
a) Bestimmen Sie die explizite Darstellung der Folgi@ ihitay=1,a=0, a = T &
8
— (2
13 2)
b) Geben Sie den Grenzwert der Folge an. (1)
Losung

2
(n2 Y mit Iim a,=1
n°+1 n—o0

Aufgabe 3: Explizite und rekursive Darstellung (4)
a) Berechnen Sie die ersten 5 Glieder der Folga a &, +

mita =2 flirn>1(2
n(n+1) & =1(2)

b) Geben Sie die explizite Darstellung der Folge athlegriinden Sie. (4)

Losung
_ 5 _§ _El 14
a) a1—2,a=—2,ae,—3,a4— 4 &= )
— 1
b) &= t=3-= @
3 3
+17 == — 1
denn@.:q1— a n+1+n (1)
_3(+1-3n (0.5)
n(n+1) ’
-_3 (0.5)
n(n+ 1)

Aufgabe 4: Explizite und rekursive Darstellung (6)
a) Berechnen Sie die ersten 5 Glieder der Fojge a a, —

mitg =4firn>1 (2
n(n+1) a @

b) Geben Sie die explizite Darstellung der Folge athegriinden Sie. (4)



a) a=4 =2 =2 Sl a8 2)
1 — va_zaa\%_ 1a_4aaé_5
3
b) a=otl= 4y, (2)
n n
3 3
+17 =— - 1
denn @.;- & 1 n 1)
_3n—3(n+1) 0.5)
n(n+1) ’
=2 0.5)
n(n+1)
Aufgabe 5: Explizite und rekursive Darstellung (Augabensatz A 2004) (6)
- . 1 . 1
a) Berechnen Sie die ersten 5 Glieder der Fojgaaa,+ ———————— mitg = = furn>1 (2
) T TP LT Rk e @)
b) Geben Sie die explizite Darstellung der Folge aohlegriinden Sie. (4)
Losung
1 2 3 4 5
a = —, = —, = —, = —, = — 2
)138256\3,7&198511 (2)
n
b = , 2
) @ ol (2)
n+1 n
denng,i-— =— - 0,5
1”& Toni3 2n+1 ©3)
_ (n+D@n+ 1) n(@nt 3 (0.5)
(2n+1)(2n+ 3) ’
_2n°43n+ - 2rf— 3r 05)
(2n+1)(2n+ 3) ’
-t (0.5)

(2n+1)2n+ 3)

Aufgabe 6: Beschranktes Wachstum (5)

Ein See wird seit Beginn der Stallhaltezeit im Nwer (iber seine Zufliisse durch £ raine Giille pro Tag

bereichert. Durch den AbfluR wird jeden Tag 1 % iderSee vorhanden Glille wieder abgefuhrt. Den Samme

Uber war der See gullefrei.

a) Berechne den Giillegehalt G(t) nach 10 Tagen, wenisde den Sommer tber gillefrei war. (1)

b) Berechne den Gilllegehalt G(t) nach 10 Tagen, weniSde im Sommer bereits 58 @ille enthielt. (1)

c) Zeige, dass die Entwicklung des Glllegehaltes dese@ des beschrankten Wachstums folgt und gib die
Sattigungsgrenze S sowie die prozentuale Anderategypran (2)

d) Zeige: Wenn G(t) groRer als S ist, fallt es mona@bnWenn G(t) kleiner als S ist, steigt es monatoril)

Losung

a) G(t+1)=0,995(t) + 1 mit G(0) = 0> G(5) = 9,56 1)

b) G(t+1)=0,995(t) + 1 mit G(0) = 50> G(5) = 54,78 rh 1)

c) G(t+1)=0,99G(t) + 1< G(t+ 1) - G(t) = 0,04100 — G(t)] 1)
= beschrénktes Wachstum mit S = 10bund p = 1 % (1)

d) G(t+1)-G(t) =0,01100 - G(t)] > 0= G(t) steigt monoton, wenn G(t) < 100 und umgekehrt (1)



Aufgabe 7: Beschranktes Wachstum (10)

Ein Gebirgsbach mit einem Volumenstrom von 10G0pne Tag wird durch einen Erdrutsch auf einer feaxth

Wiese zu einem kleinen Teich gestaut. Dort hatigmisfolge eines Regengusses schon vorher 3G00Vasser

gesammelt. Pro Tag versickern 40 % des gestautessah&ain der Wiese.

a) Berechnen Sie das Teichvolumen nach 5 Tagen. (1)

b) Zeigen Sie, dass die Entwicklung der gestauten ¥vamnge dem Gesetz des beschrankten Wachstums
folgt und geben Sie die Sattigungsgrenze S sowi@rizentuale Anderungsrate p an (4)

c) Formulieren Sie die explizite Formel fir das Tewlwnen W, nach n Tagen (2)

d) Untersuchen Sie die Folge \&uf Monotonie und Beschranktheit und begriinden(8)e

e) Zeigen Sie, dass die Folge,Wbnvergiert. (1)

Losung

a) Wo.y = 0,6W, + 1000 mit W = 3000= W, = 2500 + 50@,4" = W5 = 2505,12 m Q)

b) Wp.1 = 0,6W, + 1000 = W, + 0,4(2500 — W) mit W, in m® und n in Tagen seit Erdrutsch. (2)
Die Sattigungsgrenze ist S = 2508 und die prozentuale Anderungsrate p = 0,4 (2)

c) S-W,=(S-W)0,4 < 2500 - W, =-5000,4" < W, = 2500 + 50@,4" (2)

d) W, ist monoton fallend, da W, - W, = 5000,4™* - 5000,4" = 5000,4"(0,4 - 1) = -30@,4'< 0 (1)
W, ist nach unten beschrénkt, da W 2500 + 50®,4" > 2500 fir alle re N. 1)

e) W, ist monoton fallend und nach unten beschranktrmuosgs deshalb konvergieren. (1)

Aufgabe 8: Grenzwerte (3)
a) Geben Sie eine exakte Definition fir den Grenzwarer Folge. (3)
b) Geben Sie ein Beispiel fur eine Folge mit dem Gneniz 3. (1)

LOsung
a) lim a, = a heillt Grenzwert der Folgeg)(avenn es fir jedes noch so klemne 0 ein passendeg gibt, so
n—oo

dass die Abweichuntp — a| < ¢ wird fir alle n > g. (3)

b) a=3-1 (1)
n

Aufgabe 9: Grenzwerte (5)

a) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Folg@a:;n—ﬂ monoton fallen und nach unten beschrankt ist. @ebe
n_

Sie ihren Grenzwert an. (3)

1
b) Von welchem n an weichen die Glieder der Folge wniger alg = 100 von ihrem Grenzwert ab? (2)
Losung
81 _ [B(n+1+12n—1] _ [Bn+4]2n—1] _ 6n + 5n— 4
2(n+1)—-1[Bn+1 [2n+1[3n+1 6n°+5n+ 1

a) Monotonie: < 1 =monoton fallend (2)

3 3 3
Beschranktheit nach unten;=a 2n+i > > denn3n+1 >§ (2n-1)=3n ) fur alle n> 1. (1)
n_
3n+1 1 3n+1 3 1 2(3n+1)-32n-1 1
b) ———— <= ———<— & '< — < 500 <4n - 2= n>126.
) 2n—1 j 100 2n—1 2 100 4n—2 100 -
2)

Aufgabe 10: Grenzwerte (5)
a) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Folgsain—f monoton fallen und nach unten beschréankt ist. Gebe
n_
Sie ihren Grenzwert an. (3)

1
b) Von welchem n an weichen die Glieder der Folge wmiger als = 100 von ihrem Grenzwert ab? (2)



Ldsung
3y _ [2(0+D)+1Bn—1] _ [2n+3][3n—1] _ 6n°+ 7n— 3
Bn+D-1@2n+1 [3n+2][2n+1]  6n°+ 7n+ 2

2 2 2
Beschranktheit nach unten;=a §n+i > 3 denn2n+1 >§ (3n-1)=2n 3 fur alle n> 1. (1)

a) Monotonie:

< 1 =monoton fallend (2)

2n+1 1 2n+1 2 1 3(2n+1)- 2(3n- 1 1
b) m——— <= ————— < — & ‘< — < 500<9n - 3= n>56.
) 3n—1 j 100 3n—1 3 100 9n—3 100 -
()



