5.7. Prafungsaufgaben zur vollstandigen Induktion

Aufgabe 1: Rekursive Darstellung und vollstandigenduktion (5)

1
a) Leiten Sie eine rekursive Formel fur die Folge=a8 - n her. (2)
b) Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis durch vollstandige kithn. (3)

Losung

1 11
P = ()

8) @.1=3-—— 2a.1-4=
i n i n+tl n-(n+)

+1
. . . 1
b) n=1:linke Seite: a&= 2 (gegeben), rechte Seite:=a3 1 =2

+ 3- , rechte Seiteg 1= 3 - ——

n=n + 1: linke Seite =g+ =
A= & n(n+1) n+1 n+1

3)

Aufgabe 2: Rekursive Darstellung und vollstandigenduktion (5)

1 1 1 1
n(n+1) n

3
a) Leiten Sie eine rekursive Formel fir die Folg@aﬁ + 1 her. (2)

b) Uberprufen Sie Ihr Ergebnis durch vollstandige Indukt{@i.

Losung

3 3 3
+1l=a,41—-=—— - — =

ntli N n(n+d) @

a) ah+1= 3
- n+1

3
b) n=1:linke Seite: g= 4 (gegeben), rechte Seite:rai +1=4

. . 3 3 3 3 . 3
k =k + 1: linke Seite =g - =— - = + 1, rechte Seit = +1.
e N+l n+l =
(3)
Aufgabe 3: Rekursive Darstellung und vollstandigenduktion (6)
a) Die Folge (h) ist rekursiv gegeben durchb 1 und h=b,;+ 0,2:(5 — Ry) fir n> 1.
Zeigen Sie mit vollstandiger Induktion, dass fir @ gilt b, =5 —4-0,8
b) Die Folge (g) ist gegeben durche Lund g=¢,_,+0,2:(5,2 —¢_9 fur n> 1.
Geben Sie eine explizite Darstellung fijan.
Losung
a) Induktionsstart n = 0: 1 = 5 — 4.9:85 — 4. (0,5)
Induktionsschritt n — & n:
Annahme: h;=5-4.08" (0,5)
Zu zeigen: ph=5-4-0,8 (0,5)
Einsetzen: b =b,;+0,2:(5-hy) (0,5)
=5-4.0,8'+0,2:(5- (5-4-08)) (0,5)
=5-4.0,8'+0,2.4.0,8" (0,5)
=5-4.0,8%1-0,2) (0,5)
=5-4.08 (0,5)
b) Explizite Darstellung: &= 5,2 — 4,2-0,8 (Beschranktes Wachstum) (2
(Beweis: g=G,_1+0,2:(52-6.) =5,2-4,2.08'+0,242.08'+52-42.081-0,2) =52
—4,2.0,8)

Aufgabe 4: vollstandige Induktion (5)
Zeigen Sie mit vollstédndiger Induktion, dass

1 1 1 1
4+ =
12 23 34 n(n+1) n+1

firn> 1.



LOsung:

Induktionsstart n = 1: 1 = i Q)
1.2 1+1
Induktionsschritt = n + 1:
Annahme:i + L + L +..+ ! =D 1)
1.2 23 34 n-(n+1) n+1
Zuzeigen:i +i +i +..+ 1 + 1 = n+1 Q)
1.2 2.3 34 n-(n+1) (n+1)-(n+2) n+2
linke Seite: 1 + 1 + 1 +...+ ! + !
1.2 -3 34 n-(n+1) (n+1) (n+ 2)
_ 1 N 1
n-(n+1) (n+1)-(n+ 2)
_ n-(n+2)+1 (0.5)
(n+1)- (n+ 2) ’
_ n? +2n+1 (0.5)
(n+1)-(n+ 2) ’
_ (n+1? ©5)
(n+1)- (n+ 2) ’
= n+l = rechte Seite (0,5)
n+2
Aufgabe 5: vollstandige Induktion (5)
Zeigen Sie mit vollstédndiger Induktion, dass
1+4+7+...+(3n—2)%'n'(3n—1)fUrnzl.
LOsung:
Induktionsstart n = 1: 1 %-1-(3 -1) :%2 Q)
Induktionsschritt = n + 1:
Annahme: 1+4+7+ ..+ 3n- 2)-;=-n-(3n -1) Q)
Zu zeigen:1+4+7+ ...+ (3n-2) + (3(n +13) :%(n +1}(3(n+1)-1) (1)
linke Seite: 1+4+7+..+(3n-2)+ (3(n}12)
= %~n~(3n -1)+@(n+1)-2)
= Lar-lnianes-o2 (0,5)
2 2
- 3+ 2041 (0.5)
2 2
rechte Seite: %(n +1)(B3(n+1)-1)
= S(+DEn+2) ©5)
= %(an +5n +2) = linke Seite (0,5)

Aufgabe 6: Vollstandige Induktion (3)
Beschreiben Sie an einem selbst gewahlten Beisga dem Beispiel von Aufgabe 2 die wesentlichelri8e
des Beweisverfahrens der vollstandigen Induktion.



Aufgabe 7: Vollstandige Induktion (4)
An einem Fest nehmen>n1 Paare teil. Dabei werden all®ersonenmit Ausnahme des eigenen Partners mit
begriiRt. Zeigen Sie durch vollstandige Indukticmssidabei insgesamt?2n2n BegriiRungen stattfinden.

Lésungen zu den Aufgaben 6 und 7 (3 + 3)

1.

Die vollsténdige Induktion ist ein Beweisprinziprfilussagen 4 die in Abhangigkeit von einem
nattrlichen ParameteraN getroffen werden.

Beispiel Aufgabe 2:Bei n Paaren finden 8= 2rf - 2n BegriiBungen statt, wobeerN \{0}. (1 + 0)
Induktionsstart n =g2 Man beweist zunachst,;flr der kleinsten Wertgnden n annehmen kann.
Beispiel Aufgabe 2:Bei ny = 1 Paar findet 2> — 21 = 0 BegriiRung statt. Die Aussageo Ajilt
offensichtlich. (1 + 1)

Induktionsschritt nr=n + 1: Man beweist A, ; unter der Induktionsvoraussetzung, dasgi.

Beispiel Aufgabe 2:Induktionsvoraussetzung: Bei n Paaren findgreE2rf — 2n BegriiRungen statt. Zu
zeigen ist: Bei n + 1 Paaren findep Bi=2(n + 1§ - 2(n + 1) =2A+4n+2 -2n-2 = Zn+ 2n
BegrufBungen statt. Beweis: Beide Partner des nten 1Paares begriflen alle 2 n bereits anwesende
Personen. Es finden als@2@ = 4 n zusatzliche BegriiRungen statt. Nach Inodingvoraussetzung haben
unter den n bereits anwesenden Paaren Bf — 2n BegriiRungen stattgefunden, so dass sich rosarB,

+1= B, + 4n = 24 + 2n BegriiRungen ergeben. Dies entspricht dergehag. (1 + 2)

Aufgabe 8 (4)

Beweisen Sie durch vollstandige Induktion, dassFdiektion f mit f(x) :g : x € R die n-te Ableitung®P(x) =

(=1"(x=n)

besitzt.
€

Losung

Induktionsstart n = 1: f(x) = xe™ hat die Ableitung f'(x) = € - x> = w (Produktregel) (1)
€

Induktionsschritt n= n + 1: Induktionsannahmé&x) =(-1)'(x - n)e* (0,5)
= 7 = (-1)(1e” - (x - )& (1)

=(-1'(n + 1 - x)&* (0,5)

= (-1 " (x = (n + 1))&" (0,5)

_ (—1)"+1(>;X—(n+ 1)) (0.5)

Aufgabe 9: Vollstandige Induktion (10)
Beweisen Sie die folgende Summenformel fér

1+3+6+10+... %n(n +1) :%n(n +1)(n + 2).

a)
b)

mit vollstandiger Induktion (5)
mit Hilfe der beiden folgenden Formeln:

1+2+3+...+n=%n(n+1)

12+22+32+...+r?:%n(n+1)(2n+1)



LOsung:
a) Induktionsstartn=1:1 :%1(1 +1)(1 +2) 2%1-2-3.
Induktionsschrittn = n + 1:

Induktionsannahm# + 3+ 6 + 10 + ... %n(n +1) -1 n(n + 1)(n + 2).

1+3+6+10+... %n(n +1) +%(n +1)(n+2) ==n(n+1)(n+2) +%(n+ 1)(n+2).

(n+1)(n+2)(n+3)

olk ol @

b) 1+3+6+10+...+%n(n+1) :E(2+6+12+20+...+2mn)

[(L+2+3+...+n+@A+2+F+ ...+

[=n(n+1) +%n(n +1)(2n + 1)]

1
2
1
En(n +1D[3+2n+ 1]

olk NIFE NIFE NP N

nn +1)(n + 2)
Aufgabe 10: vollstdndige Induktion (10)

Beweisen Sie die folgende Summenformel f&rh
12+23+...+nn+1) = %n(n +1)(n + 2)

a) mit vollstandiger Induktion
b) mit Hilfe der beiden folgenden Formeln:

1+2+3+...+n=%n(n+1)
PP+2+3F+ ... +r?:%n(n+1)(2n+1)
LOsung:
a) Induktionsstartn=1: 2 :%1(1 +1)(1+2) %.1.2.3_

Induktionsschrittn = n + 1:

Induktionsannahme2 +6 + 12+ 20 + ... + n(n + 1)%n(n +1)(n + 2).

2+6+12+20+...+n(n+1)+(n+1)(|2):%n(n+1)(n+2)+(n+1)(n+2).

:% (n+1)(n+2)(n+3)

b) 2+6+12+20+...+n(h+1) =2+6+12+20+r+n
S(@1A+2+3+ . +nN+A+2Z2+F+ ... +1)
1

n(n + 1) +%n(n +1)(2n + 1)

n(n + 1)[3 +2n + 1]

Wik ol NI

nn +1)(n + 2)

1)

1)
(1)
()
(1)
1)
1)
(0.5)

(0.5)

1)

1)
(1)
()
(1)
)
(1)

(0.5)

(0.5)



