6.2. Prifungsaufgaben zur Losbarkeit von LGS

Aufgabe 1: Lésbarkeit von LGS (10)
Berechne mit Hilfe des GauR-Verfahrens die Losumggran der drei folgenderinhomogenen
Gleichungssysteme. Gib aul3erdem die LosungsmeregeantsprechenddromogenenGleichungssysteme an.

-2 3 13 2 0
a) 4 0 21 Linn = 4|1t und Lyom= 1|0
3 -1 2 4 0
-2 3 13 -2,5
by |4 -4 201 Lion={ } und Lyom={t-| =2 [, teR
3 -2 3§52 1
-2 3 1| 3 712 -1/2 -1/2
c) 4 0 2|14 Linn =4|20/3|+ t-|—2/3 ,te und Lyom=1t-|—2/3|,te R
3 3 3,520, 0 1 1

Aufgabe 2: Lésbarkeit von LGS (7)
Geben Sie die Losungsmengen der drei folgeroleomogenenGleichungssysteme. Bestimmen Sie aul3erdem
die Losungsmengen der entsprechertt@nogenenGleichungssysteme an.

—2 3 13 2 0
a) 3 -1 2 Linn = 4|1t und Lyom= 1|0
2 0 18 4 0
-2 3 1|3 ~2,5
b) |3 -2 352 Lon={ } und Lyom={t-| =2 [, teR
2 -2 1|8 1
-2 3 1] 3 712 ~1/2 ~1/2
c) |3 3 3520, Linn = {|20/3/+ t|—2/3 ,tc R und Lyom= {t-|—2/3|,te R
2 0 1|7 0 1 1

Aufgabe 3: Lésbarkeit von LGS (7)
Geben Sie die Losungsmengen der drei folgemoleomogenenGleichungssysteme. Bestimmen Sie aul3erdem
die Losungsmengen der entsprechert@nogenenGleichungssysteme an.

1 3 -23 2 0
a) 2 0 4|1 Linn = 4|1t und Lyom= 1|0
4 -1 3|2 4 0
1 3 -23 -0,4
b) |2 —4 4|16 Lin=1{ } und Lyom={t:| 0,8 | ,te R
7 -4 6|4 1
13 -23 7 —2 -2
¢ |2 0 41 Linn = {|—4/3|+ t-| 4/3 ,tc R und Lyom= {t-|4/3|,te R
76 6|4 0 1 1




Aufgabe 4: Loésbarkeit von LGS (10)
Berechne mit Hilfe des Gaul3-Verfahrens die Losumggran der drei folgenderinhomogenen
Gleichungssysteme. Gib auBerdem die LésungsmeragasntsprechenddromogenenGleichungssysteme an.

1 3 —23 2 0
a) 4 -1 3|2 Linn = 4|1t und Lyom= 1|0
1 0 2|8 4 0
1 3 —23 -2,5
by |7 -4 6|4 Lon=1{ } und Lyem={t-| 0,8 |, te R
1 -2 28 1
1 3 -23 3 -2 -2
c) |7 6 6|4 Livn=11—-4/3|t-|4/3 ,te und Lyom=1t-14/3|,te R
1 0 2|7 0 1 1

Aufgabe 5: Lésbarkeit von LGS mit Parameter (10)

1 t+1 O 1
Gegeben sind die Matrix A |t t>  —1| und die VektorBt = [t—2|. Bestimmen Sie die Loisungsmenge
2t -t -2

-

Linhomogend€S inhomogenen GIeichungssysterms"& = b sowie die Losungsmengekogendes homogenen

GleichungssystemsiA x = 0 fiir

a) t=-1
by t=1
c) t=2.
LOsung:
1 0 0|Q 0
a) t=-1= |-1 -1-3 = [0 1 —-10 = Lin={} und Lyom= {t-|1|,teR (3)
-1 1|-2 0 0 01 1
12 0|1 10 008 0,8 0
by t=1=1 1 —1-1 < [0 1 00,2 = Lim=1{| 0,2 |} und Lyom={|0
2 1 —1-2 0 0 1-1, -1,8 0
3)
13 0|1 10 —-1,9- -2 3 3
c) t=2=(2 4 -1 0| < |0 1 05| 1|=Ln=]{| 1]|+t|-1],te R Lpon={t-|—1|,te R} (4)
2 2 —2-2 00 0]O0 0 2 2

Aufgabe 6: Lésbarkeit von LGS mit Parameter (10)

3t+1 b5t 0 2t+4
Gegeben sind die Matrix Aund der Vektor h durch A= | 1 2 O [undby=|t+2]| mitte R.
1 1 -t 1

Bestimmen Sie die Losungsmeng@ndmogen des inhomogenen Gleichungssystems*A; = Bt sowie die

Losungsmenge domogendes homogenen Gleichungssysterps A = 0 fur
a) t=0
b) t=1
c) t=3



LOsung:

10 04 1 0 00 0

a) t=0=|1 2 02 < [0 1 00 = Lm={}undLn={t-|0],te R ®3)
1101 0 0 01 1
4 5 06 10 0- -1 0 0

b) t=1=1|1 2 03 < |0 1 0 2| = Lmw=1| 2|+1]0|,te Rt und L,on=1t-{0],te R (4)
11 01 0 0 00 0 1 1
10 15 (1 10 0-1 ~11 0

c) t=3=|1 2 05 < |0 1 0 8| =Lm= 8 und Lyom= 1|0 3)
1 1 61 0 0 12/ 2/3 0

Aufgabe 7: Lésbarkeit von LGS mit Parameter (10)

3t+1 5t 0 2t+4
Gegeben sind die Matrix.A& | 1 2 O | undder Vektorb,=|t+2 | mitte R.
1 1 -t 1

Fur welche t hat das inhomogenen Gleichungssyseqms_z = Bt keine, eine bzw. unendlich viele Lésungen?
Bestimmen Sie die Losungsmeng@ndmogen des inhomogenen Gleichungssystems*A; = Bt sowie die

Losungsmenge demogendes homogenen Gleichungssysterps A =0 furt=-2

Losung
3t+1 5t 0 |2t+ 1 2 0 |tg2 1 2 0 t+2
1 2 0 |t+2| O 1 1 -t 1 o [0 -1 ¢€—-f -t-1 0
1 1 -t 1 3t+1 5t 0 |2 0 —t—-2 0 |_3t2—_5t4+2
1 2 0 t+2 1 2 0 t+ 2
0 -1 -t —t—1 O 0 -1 t(t—1) —(t+2) O
0 0 (P—t)t—2)—20— 2t+ 0 0 —t(t—1(t+ 2)— 2(t= (+ 2
1 2 0 t+ 2 1 0 0-5t+
0 -1 0 —3t+1| t£-2)0(0 1 0 3t—1| (t = 0 und t# —-1!) = viele Lésungen L, =
0 0 —t(t—1—2(t—1 0 0 1 2/t
2 —-12 1 0 —5t+4
—1|+u| 6 |,ue bzw. Ly = {|2|+u| 0| ,ue fur t € {-2; 1}, eine LOosungx; = | 3t—1 | furte
0 1 0 1 2/t

R\{-2; 0; 1} und keine Losung fir t = 0.

Aufgabe 8: Loésbarkeit von LGS (10)

1 t+1 O 1 3
Gegeben sind die Matrix A | t t>  —1| und die Vektorerf)t =|t—2| undc=|-1| mitte R.
2 t -t -2 2

a) Bestimmen Sie die Lésungsmenge des linearen horaag8teichungssystemspA x =0. Zeigen Sie,
daR der Vektorc eine spezielle Losung des Systems ist. (6)

b) Fur welche Werte von t hat das lineare Gleichurgissy A* x = b,
- genau eine Losung
- keine L6sung
- unendlich viele Lésungen?
Bestimmen Sie im Fall der eindeutigen Losbarkeit désungsvektor. (11)



Losung

13 0/0 (2 3 0|0 (1 3 o0}0 -3
a) [2 4 —1000 -2 —12000 —2 —10=L={kx: x = | 1|und ke R}. Wegenc = (-1) x
2 2 -20 (0 -4 —-20 |0 0 o0}0 -2
istce L. (k =-1)
1 t+1 0] 1 1 t+1 0]1 1 t+1 0 1
by |t t*® -—1t—2| O0 -t —-12-2 0|0 t 1 2 fur t # 0 bzw. O
2 t —t]-2 0 —t—2 —t-4 0 0 (t—2)(t+1)2(t 2
1 1 0|1
0 0 —1-2 furt=0. Daraus ergeben sich die Falle:
0 -2 00—
- genau eine Ldsung fur aR\{-1, 2}
- keine L6sung fur t=-1
- unendlich viele Lésungen fir t=2.
-1
Durch Einsetzen in die Dreiecksform fii¢ © erhalt man den Lbsungsvekﬁéf = 2 zunachst nur fur
t+1
2
t+1
-1
t € R\{-1, 0, 2}. Im Fall t = 0 ergibt sich durch Eingen in die zugehorige Dreiecksforrg= | 2.,
2
-1
d.h., die Formel fir den Ldsungsveka[ = _Hz-l gilt fiir t € R\{-1, 2}.
2
t+1
Aufgabe 9: Losbarkeit von LGS mit Parameter mit Extemwertaufgabe
3t+l 5t 0 2t+4
Gegeben sind die Matrix,And der Vektor durchA=| 1 2 O |undb;=|t+2| mitte R.
1 1 £t 1

a) Berechnen Sie den Losungsvektor des inhomogenesrén Gleichungssystems Ax = 52. 3)
Berechnen Sie den Ldsungsvektor des inhomogenesrén Gleichungssystems; A X = 5_1. 3)

b) Fur welche t= R hat das lineare Gleichungssystem;A: Bt keine, eine bzw. unendliche viele Lésungen?

Berechnen Sie den Losungsvektor fiir den Fall deferitigen Losbarkeit
Berechnen Sie t,pund % so, daf3 gilt: x= -4.
Berechnen Sie t,pund % so, dafd gilt: x= 5. (13)
c) Zeigen Sie: X = (E + &) * (A, + E)'ist Losung der Matrizengleichung {&X ™)™ - A," = E - X.
Berechnen Sie die Matrix X. (10)

d) Fir jedes te R hat die Funktion f die Ableitungsfunktion f mit() = BLT* Bm + 2 Untersuchen Sie das
Monotonieverhalten der Funktion f. (4)



Losung
Teil a) siehe Teil b)

Teil b)
3t+1 5t 0 |2t+ 1 t+2 2 0 t42
1 2 0 |t+2| O 1 1 12—t -1 -t -t-1 O
1 1 -t 1 3t+1 5t O 2t+ —t—2 0 |32 _5t+2
1 2 0 t+2 1 2 t+ 2
0 -1 2t —t—1 O 0 -1 t(t—l) —(t+ 1) O
0 0 (B—t)(t—2)—2f— 2t+ 0 0 —t(t—1)(t+ 2)— 2(t— (t+ 2
1 2 0 t+ 2 1 0 0O-5t+ 4
0 -1 0 —3t+1| (t#-20) 0|0 1 0O 3t—1] (t#0 und t# -1!) = viele Losungen fiur € {-2;
0 0 —t(t—1)—2(t— 1) 0 0 1 2/t
—5t+ 4
1}, eine Losung x = | 3t—1 | furt e R\Y{-2; 0; 1} und keine Losung firt=0. -43x 3t-1&t=-1=
2/t
9 -6
X_1=|—4 (=L6sung zu Teila) bzw. 55x 3t- 1= t=2= ;2: ‘5| (=L6sung zu Teil a)
-2 1
Teil c)
A XY - AT =E-X | Klammern auflésen
X*A; - A =E-X | +X; +A"
X*A; + E) =E+A' | *A; + EY* von rechts
X = (E+A) *(A+E)?
4 50 100 550 550100
AL +E=|120|+|01 0| =11 3 0|. Berechnung vor{fA; + EY% |1 3 0/0 1 0| O
110 0 01 111 11 10 0 1
5 5 01 O 10 0 083 -5 O 3 -5 0
0 -10 0L -5 O ofL -5 0 :>,(A1+E)‘1:i—1 5 0|.E+A, =
0O 0 -51 0 -5 0 -51 0 -5 -2 0 10
100 7 11 11 8 11 3 -5 0
01 0|+|10 2 1|=]10 3 1|=>X=(E+A)*A,+E'=[10 3 1*% -1 5 0=
001 0 0 2 0 0 3 0 0 3 -2 0 10
21 =35 10
i 25 =35 10].
10 -6 0 30
Teil d)
4148
f(t) = (2t+4; t+2; 1)*{2t+ 4| = 10f + 40t + 41 > O fur t= R; das Schaubild von f(t) ist eine nach oben
1

geoffnete Parabel, die keine Nullstellen besitz.f[t) > 0, ist f(t) monoton steigend fut R.



Aufgabe 10: Lésbarkeit von LGS mit Parameter mit Exremwertaufgabe

1 t+2 t 1
Gegeben sind die Matrix dund der Vektor hdurch A, =| t t O|undb=|t+2]| mitte R.
t+1 0 -2 3t+1

a) Fir welche Werte von t besitzt das homogene lin€eechungssystem &x = 0. nichttriviale Lésungen?
Geben Sie fir einen dieser Werte den Losungsvektof5)
b) Fur welche Werte von t istdas inhomogene lineamoBlngssystem Agx = b ..
- unlésbar
- eindeutig l6sbar?
- mehrdeutig I6sbar?
Geben Sie den Lésungsvektor fur t = 3 und t = 4&n.
c) Bestimmen Sie t so, daR der Vektdr=(3 -3 1) Lésung des linearen Gleichungssytem3= b.ist. (4)
d) Bestimmen Sie t so, daR der Vektdr=(6 -3 4) Lésung des linearen Gleichungssytem3= b.ist. (4)
e) Zeigen Sie durch Umformen der Matrizengleichupd X * — A, = (X *Ag )7, daR gilt: X = A7* (A, - Ay)
und berechnen Sie X. (9)
f) Bestimmen Sie den kleinsten Wert, den das Prodilkbh.annehmen kann. (4)

LOsung
Teil a)

t t O|t+2

1 t+2 t| 1 E(]—t)] [-t-1
t+1 0 -=-2/3t+1 J

1 t+2 t 1
0 —t(t+1) -t2 |2| Ot+2)
0 —(t+2)(t+1) -t>-t-22t] 0O-t)
1 t+2 t 1
0 -t(t+1]) —t? 2
0 0 t(t=2) |- 2(t = 2)(t +2)
=> - keine Losung fur € {-1;0}

- genau eine Loésung fut R\{-1;0; 2}
- unendlich viel Lésungen firt = 2

1 5 3|1 23
Furt=3 ergibtsichmif0 -12 =92 [ X 3= 1 -13

0 0 -3-8 6 16

1 6 411 42
Furt=4ergibtsichmif0 -20 -16| 2 | X 3= 1 =22

0 0 -8|-20 10 25



Teil b)

Fir te R\{—-1,0; 2} erhalt man nur die triviale Losung =

o O O

1 1 =10 -1
Furt=-1ergibtsich0 0 =10 =>X,=tl 1 | mitte3
0 0 0|0 0
12 010 2
0 0 00|=X,=tl-1| mitte 3
1 0 =20 1
1 00 2/3
0 20 =>X=tl-2/3| mitte 3
0 00 1

Fur t = 0 ergibt sicl

Fir t = 2 ergibt sicl

o w

Teil c)
1 t+2 t 3 1 3-3t-6+t
t t 0O [*|=-3|=|t+2| & 0
t+1 0 =2 1 3t+1 3+3t-2

Teil d) Analog zu Teil ¢) erhdlt mant=1

Teil e)

AX A = (X*AgHT? | Klammern auflésen

A XTT=A = AXT | + A —AX ™t

(A=A * X =A | * X von rechts

(Az - Ag) =A*X | * A ;™ von links
Al_l *(Az—A) = X

1 -2
t+2| & |-2
3t+ 1

|
—

t|=>t=-2

12 0 2
Berechnung von X: A—- Ay = (2 2 O - 10 0 =12 2 . Berechnung von A%
10 20
1
1 0010 O 0 -2 -1]-1 1 0 O 0 -2 -1-1 1 0 O
0 -20 0 1 0 -6 —-4/-2 0 1
3 0(2 -3 1 2 0 0-2 6 -1 -2 6 -1
-2 0-2 4 -1{0fl0 -2 0|-2 4 -1 :>Al'1:l 2 -4 1 |=>X=AT"*A-
0O -111 -3 1 0 0 -1j1 -3 1 2—26—2
2
2
0

3 1/71 00 131100]

o O FFr N P -

1 -2 6 -1 0 2 5 4 =2
AO):E 2 -4 1 |*|2 0|=|-3 -2 2
-2 6 -2 2 0 4 4 =2

Teil )

f(t) = b b= (1 t+2 3t+1)* t+ 2| = 108 + 10t + 6, £(t) = 20t + 10, f*(t) = 20> relatives Minimum bei t =
3t+1

1 .1 1 1
-= mitf(-=)=3,5,f(-=)=0und f'(->) =20 >0.
5 Mitf(=>) (=5)=0und f*(=>)



