6.3. Matrizengleichungen

6.3.1. Berechnung der inversen Matrix

Beispielt
1 0 3 1 0 2
Bestimme die Losungsmenge der Matrizengleichunlg AB mit A=(2 1 0] und B=|{0 -1 1j.
312 2 1 2
LOésungsansatz

Wirden anstelle der Matrizen reelle Zahlen steBerkénnt man nach der gesuchten Gré3e x aufloséarm man
durch a teilt. Das bedeutet aber gerade, dass Beiten der Gleichung mit der zureersen Zahl (demKehrwert)

1 .
= = a' multipliziert werden:
a

ax = Bt
alax =a%
1x =ab
x =ab

Entsprechend kann man auch bei einer Matrizenglaigh/orgehen, wobei man sich aber wegenfdilenden
Kommutativitat entscheiden muss, ob von links oder von rechtgiptimlert wird. Man multipliziert also beide
Seitenvon links mit der (zu A)inversen Matrix A™

A*X =B [*A~* von links
ABARX = ATHB
E*X =A™B
X =A™B

Die Wirkung des Faktors a in einer Gleichung witdah den Kehrwert neutralisiert: Der Kehrwert ainer reellen
Zahl a ist die Zahl, die mit a multipliziert wiedgrergibt: a'Ca = 1. Entsprechend definiert man die inverse Matri

Die inverse Matrix
Die zu einer gegebenen Matrix iAverse Matrix A" ist die Matrix, die mit A multipliziert dieEinheitsmatrix E
ergibtt A*AT=AT*A=E.

Berechnung der inversen Matrix mit dem Diagonalevefiahren (siehe 3.0.1.)

a1 &y &3
Man setzt die gegebenen Matrizen A und E und disuchte Inverse A = |a,; a, a;| in die
831 83 g3
Definitionsgleichung ein:
A * Al = E
103 S PR T 1 0
2 1 0 0O lay & o = (010
31 2 a3 83 g3 0 1



oder in der friher benutzten Darstellung fur dietidanmultiplikation

&) 8y G
A Ay A3
831 83 g3
1 0 3 1 0
2 10 0 1 0
31 2 0 0 1

Das Produkt des 1. Spaltenvektors vort Ait A muss also den 1. Spaltenvektor von E ergeketsprechend
miissen der 2. und der 3. Spaltenvektor vohaiif den 2. und 3. Spaltenvektor von E fiihren. Wean diese drei
Bedingungen einzeln hinschreibt, erhalt man dreidre Gleichungssysteme:

10 3 (g 10 3 (a, 1 0 3 (a5

2 1 O|ay| = 2 1 0|*|a,| = 2 1 Ox|as| =

31 2 |&; 31 2 |a& 3 1 2 |ag

bzw.

10 31 1 30 1 0 30 10 31 0
2 1 00 und 2 01 und 2 1 00 e 2 100 1
3 1 20 3 1 20 31 21 31200

Da die Koeffezientenmatrix bei allen drei Systenmdeich ist, kann man die Aquivalenzumformungen jésve
parallel ausfiihren und erhalt nach dem Diagona¥eeh die folgenden Systeme:

1 0 0-2 1 0 O- 1 003 10 3-2 -3 3
0 1 4 und 01 07 und 01 0-6 < 2104 7 -
0 0 11 0 0 11 0 0 13- 3121 1 -
Die Spaltenvektoren der inversen Matrix'Aind also

aq -2 ay, -3 a3 3

| = ay| =| 7 Ay3| =|—6

ag, 1 as, 1 ag3 -1

Zusammengefasst ergibt sich

&1 &, &3

-1 —
A =@ 8pn &3
831 & Sg3

—2 -3 3
4 7 -6
1 1 -1



Berechnung der inversen Matrix mit dem Diagonalverfhren
1. Man erweitert die gegebene Matrix A mit der preshenden Einheitsmatrix E.

2. Die erweiterte Matrix (A|E) wird mit dem Gaul3+¥&hren so umgeformt, dass auf der linken Seite

Einheitsmatrix entsteht.
3. Die rechte Halfte der umgeformten Matrix ist datie gesuchte Inverse A

(AE) Diagonalverfahre  (E |&%

Probe:
A*ATI=E und A¥A=E

10 3 (-2 -3 3 10 -2 -3 3} (1 0 10
21 0«4 7 -6 =01 und 4 7 —6|x|/2 1 =01
312 (1 1 - 0O 1 1 -1 .31 00

Nachdem die Inverse Agefunden ist, kann nun die Matrizengleichung difgiaverden und man erhalt

-2 -3 3)(1 o0 4 6 -
X=AYB=|4 7 —6/x|]0 -1 =l -8 -13
1 1 -1 |2 1 )

Ubungen: Aufgaben zu Matrizengleichungen Nr. 1

6.3.2. Auflésen von Matrizengleichungen mit der inersen Matrix

ein

Rechenregeln fur inverse Matrizen (vgl. Regeln fltransponierte Matrizen 3.1.2.)
1. Fur eine invertierbare Matrix A gilt:(2) ™ = Aund (A1 = (AN

E AL

r
3. Fir zwei invertierbare Matrizen A und B gilt (A*B) = B**A™

2. Fir eine invertierbare Matrix A unda R gilt:(r-A)™ =

Achtung: Summen lassen sich nicht einzeln invertieren: (R+B AT+B"!

Ubungen: Aufgaben zu Matrizengleichungen Nr. 2 - 4




