7.1. Vektoren

Vektoren mit drei Komponenten lassen sich geonwtradsVerschiebungenim Raum interpretieren. Die durch
Vektoren dargestelltehdsungsmengen von linearen Gleichungssystemearhalten dann eine anschauliche
Deutung alPunkte, Geraden und Ebenerim dreidimensionalen Raum. Umgekehrt lassen sieinchuch mit
Hilfe der LGSgemeinsame Punkte, Abstdnde und Winketwischen Geraden und Ebenen berechnen.

7.1.1. Das kartesische Koordinatensystem

Da es im dreidimensionalen Raum viel mehr mdgliche
Perspektiven gibt als in der Ebene, legt man ner di
gegenseitigelrientierung der Achsen fest und wahit
dann eine geeignete  Blickrichtung auf das
Koordinatensystem. Die Orientierung der Achsen im
rechtssinnigen Koordinatensystem [at sich aus der
rechten Hand ableiten:. Daumen = @Achse,
Zeigefinger = x-Achse und Mittelfinger = xAchse.
Die Blickrichtung wahlt man in der Regel so, das die
X1-Xo-Ebene oder die xx;-Ebene in der Papierebene
liegt.

Zur Darstellung des raumlichen Koordinatensystams i
Heft wahilt man in der Regel eirfearallelprojektion

X3

1
mit o = 45° und k :E' Auf kariertem Papier wirde

1
sich auch k :E V2 anbieten, allerdings wirken diese

Darstellungen immer etwas verzerrt!

Ubungen: Aufgaben zur Vektoren Nr. 1

7.1.2. Geometrische Deutung von Vektoren im dreidimensionalen Raum

Geometrische Deutung von Vektoren fiir n = 3 Kompongen:
&

Der Vektor a = a, | wird alsVerschiebungum g in x;-Richtung, a in x,-Richtung und ain xs-Richtung
a3

aufgefasst. DeAusgangspunkt dieser Verschiebung ist dabei nicht festgelegeégtider Ausgangspunkt im

Koordinatenursprung O(0|0), so heil3t @©rtsvektor und endet im Punkt Pya|as): OP =a.

Geometrische Deutung der Vektorrechnung fiir n = 3
Die Summe a + b erhalt man durch Hintereinanderausfihrein{ereinanderlegen) der beiden
Verschiebungera und b.

DasProdukt r-a erhalt man durctreckung bzw. Stauchung der Verschiebuagum den Faktor r. Fir r < 0
dreht sich die Verschiebungsrichtung um.

Die Differenz zweier Vektorena — b = a + (-b ) erhalt man, indem manumdreht und dann zta addiert.
Zeichnet mana und b als Ortsvektoren, so ish — b die Verschiebung, die vom Endpunkt vdn zum
Endpunkt vona fiihrt.

Ausdriicke der Gestalta + sb + ... heierLinearkombinationen, da sie keine Potenzen enthalten yind
Multiplikation und Addition miteinander kombiniereAnschaulich handelt es sich dabei watten von
hintereinander gelegten und passend gestreckterged@uchten Vektoren.

Ubungen: Aufgaben zur Vektoren Nr. 2 - 5



7.1.3. Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit

Einfuhrung: Aufgaben zu Vektoren Nr. 6

Definition
Zwei Vektorena und b heiRerkollinear, wenn einer von ihnen aldelfachesdes anderen darstellbar ist, d.
wenn die entsprechenden Ortsvektoren auf ébegadenliegen.

Drei Vektorena, b und ¢ heiRerkoplanar, wenn einer von ihnen alsnearkombination der beiden andere
darstellbar ist, d.h., wenn die entsprechendernvékteren auf eineEbeneliegen.

Definition
n Vektorena, ..., a, heiRenlinear abhangig, wenn demullvektor als nichttriviale Linearkombination
dieser Vektoren darstellbar ist, d.h., wenn liasmogene Gleichungssystemél + ..+ pa, =0 nichttriviale

Lésungentr,, ..., k besitzt, d.h., wendim Lo = n — Rg(a b ¢) > 0. Vektoren, die nicht linear unabhang
sind, heil3efinear unabhéngig

ig

Satz
FurdreidimensionaleVektoren gilt:

1 Vektor a=# O istimmer linear unabhangig:
Beweis Das LGS : & = 0 hat fira# 0 nur die triviale Lésung r = 0.

2 Vektorena undb sindlinear abhéngig, wenn si&ollinear sind:
- - - S -
Beweisra +sb =0 mitr= 0 < a =7 b

3 Vektorena,b und ¢ sindlinear abhangig, wenn siekoplanar sind:

e - s~ t-
Bewe|sra+sb+tc:0m|tr¢0<:>a:—?b—?c

4 und mehr Vektoren sindhmer linear abhangig:

BeweisDas LGS m +sb +tc +ud = 0 hat wegen n > Rg( b ¢ d) immer unendlich viele Lésungen.

Ubung: Formuliere entsprechende Kriterien fir linear Abgigkeit flirzweidimensionaleVektoren.

Ubungen: Aufgaben zu Vektoren Nr. 7



