7.3. Aufgaben zu Ebenen

Aufgabe 1: Ebene durch den Ursprung in Parameterfom

1 1 1
Gegeben sind die Vektorem = |1 , c=|-1 undx =13|.
0 0 0

a) Bestimmen Siegeometrisch anhand eineZeichnung und rechnerisch mit dem Gaul3-Verfahren die
Faktoren r und s, so dags=rb +sc.

b) Begrinden Sigeometrisch,warum die Gleichun& =rb +sC genau eine Lésung haterwenden Sie den
Satz, dass ein Dreieck durch eine Seite und zwtige andere GroRen (Seiten oder Winkel) eindeuti
bestimmt ist.

c) Begriinden Sieechnerisch, warum die GIeichun& =rb +sc genau eine Lésung haterwenden Sie das
Rangkriterium und dieDimensionsformelfir die Losungsmenge eines LGS.
d) Geben Sie eine Gleichung fiir die Ebene E an, drediirch den Ursprung in Richtung der beiden Vedttor

B undE erstreckt.

Aufgabe 2: verschobene Ebene in Parameterform

0 -1 2 0 3
Gegeben sind die Vektorem =|0|, b =| 1|, c =|1| x =|3|undy = |1
1 0 0 1 0

a) Bestimmen Sie die Faktoren r ung <R, fir die die Gleichundz =a +rb +sc erfulltist
b) Erklaren Siegeometrisch mit Hilfe einer Zeichnung, warum die GIeichungS; =a +rb +sc keine
Lésung haben kann.

c) Erklaren Sierechnerisch mit Hilfe desRangkriteriums, warum die GIeichungT/ =a +rb +sc keine

Lésung haben kann. Formen Sie die Gleichung dazunspdass sie dem Problem in Aufgabe 1 ¢)
entspricht.

d) Geben Sie eine Gleichung fur die Ebene E an, die dirch den Punkt P(0/1) in Richtung der beiden
Vektorenb undc erstreckt..

Aufgabe 3: Punktprobe
Uberpriife, ob die Punkte P und Q in E liegen.

-1 1 -3
a) P(-1/1), Q1l1), Exx=|1|+r-2|+9g1
1 1 2
2 -2 1
b) P(22/0), Q(32l0), By x =2 +r|-1| +5 -1
1 1 -2
2 2 0
c) P(2-3/0), Q(33/0), B ox = |3 +r1] +51
0 3 1
1 2 0
d) P(021), Q(02[-1), Eo x = |1 +r[1] +5-1
1 1 1

Aufgabe 4: Achsenschnittpunkte
Gegeben sind die Ebenen E E;, aus Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Schnittpunkte Eleenen mit den
Koordinatenachsen und zeichnen Sie den entspreehefubsschnitt in ein Koordinatensystem.



Aufgabe 5: Ersetzen der Stiitz- und Spannvektoren
Gegeben sind die Ebenen EE, aus Aufgabe 3. Ersetzen Sie @#itzvektoren durch solche, die auf den
Koordinatenachsenliegen und di&Spannvektorendurch solche, die in ddfoordinatenebenenliegen.

Aufgabe 6: Ebenen durch vorgegebene Punkte

Die durch die Koordinatenebenen begrenzten Austiehder Ebenen £ E, aus Aufgabe 3 begrenzen eine
Pyramide. Vervollstéandigen Sie die Pyramide durch vier exsitEbenen £ Eg zu einemOktaeder. Wahlen
Sie Stutzvektoren, die auf den Koordinatenachsen liegen und Spannvektoren die in den
Koordinatenebenenliegen.

Aufgabe 7: Ebene durch drei Punkte
Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die durcRulikte A, B und C verlauft.

a) A(3/013), B(811[5), C(7-1]0) b) A(42]1), B(82[-2), C(25]4)

Aufgabe 8: Ebene durch zwei Punkte mit einer Richtog
Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die durcliPdigkte A und B verlauft und parallel zur Geradeistg
Uberpriifen Sie, ob g in E liegt.

3 4 —1 1
a) A2-1[3), B(-12/2), gix = |1| +r] 0 b) A@3I1-1), B(21/0), gx =| 0| +r| 2
3 |1 3 -3

Aufgabe 9: Ebene durch einen Punkt mit zwei Richtugen
Geben Sie die Gleichung der Ebene an, die durchPdekt A verlauft und parallel zu den Geraden g hrist.
Uberpriifen Sie, ob g und h in E liegen.

2 3 4 0 1 1 2 3 -1 1
a) Al,g:§=1+r0,h:§=1+r1 b) A—l,g:§=1+r1,h:§= 1] +rf O
3 3 -1 2 -1 4 4 1 2 -1
Aufgabe 10: Ebene und Gerade
Untersuchen Sie g und E auf ihre Lage zueinander.
8 3 1 4 6 3 -1 9 8 -2
a) g:;:5+r71,E:;:1+r8 + 5|3 b)g:;:fl +r1,E.;: 3| +r—-2| +g 2
5 5 1 —4 3 4 2 -1 2 1
3 1 -2 2 3 0 -1 0 1 —4
C) g:;=1+r2,E:;= 1| +r|0| +s[-2 d)g:§=10 +r—8,E:§=2+r—4 +s| 0
4 1 -3 1 1 -7 13 3 2 12

Aufgabe 11: Ebene und Ebene
Untersuchen Siegund B auf ihre Lage zueinander.

a) Epx = g +r_34)+ (_16) Exx = —21)+r((§)+ @
VYA O R Y e W A W
b) E:;=§+ri+(§.) E2:§=:)q+r@+(_1ﬂ
BRI J 0
¢) Eix = —21\+r(—11)+si\ E:x = —05 +rg+ (_ﬁ
A 391
d) E;x = ?H(—l) + @ By X = _43 +r:? N (_65\
T I



7.3. Losungen zu den Aufgaben zu Ebenen

Aufgabe 1: Ebene durch den Ursprung in Parameterfom
a) x=2b-c
b) Geometrisch In dem Dreieck, dass durch die Linearkombinatior rb + sc gebildet wird, sind alle drei

Richtungen bzw. Winkel und die Léange v&nvorgegeben. Damit sind auch die Ladngen der beadeleren
Seiten bzw. die Faktoren r und s eindeutig bestimmt

-

c) Rechnerisch In dem LGS b +sc = x ist Rg(E E) = Rg(l EQ) = n = 2, so dass es eine eindeutige

Lésung geben muss.
d) E:x =rb +sc

Aufgabe 2: Verschobene Ebene in Parameterform

a) x=a+2b+c¢

b) Geometrisch bund ¢ und damit auch alle Linearkombinationem F sc liegen in der zexz—Ebene,é
zeigt senkrecht aus ihr heraus. Die Linearkombimath a + rb + sc erhalt man, indem man zunachst
einen Schritta aus der xx,-Ebene hinaus in Richtung racht und sich dann mibr + sc parallel zur x
X,-Ebene bewegt. Es gibt keine Mdglichkeit, wiededi@ x-x,-Ebene zuriickzukehren. Da ab}erin der
X1-Xo-Ebene liegt, kann er nicht in der Foan+ rb + sc dargestellt werden.

¢) Rechnerisch In dem LGSa +rb +sC :9 &b +sC :S; - a ist2:Rg()E)<Rg(BE§— 5):n
= 3, so dass es eine keine Losung geben kann.

d) E:x=a +rb +sC

Aufgabe 3: Punktprobe

o
|
O

a) PeElmitO_ﬁ’=_é+ und Q¢ E;

wlik gl
o
+
wlk alN
OV

b) Q€ Emit OP =a - und P¢ E,

C) PeEgmitO_ﬁ’=5—3EundQeEE3
- -+ 1- 13-
d) QeamitOP:a—Eb—EcundPeza

Aufgabe 4: Achsenschnittpunkte

a) S(1/0]0), $(01/0), $(00]1)
b) S«(1/0[0), S(0[-1]0), S(0[0[1)
c) S(-1/0/0), S(0[-10), $(0[0[1)
d) S(-1/0/0), S(0[1]0), S(0[0[1)

Aufgabe 5: Ersetzen der Stitz- und Spannvektoren

0 1 0

a) 51:32 =(0| +ul 0| +v| 1|, (oben rechts vorne)
1 -1 -1
0 1 0

b) Ez:;z = (0| +u| 0| +v|—1],(oben rechts hinten)
1 -1 -1
0 -1 0

C) E3:;<> = (0| +u| 0| +v|—1]|,(oben links hinten)
1 -1 -1




0 -1 0
0| +u| O | +v| 1 |,(oben links vorne)
1 -1 -1

d) E;x

Aufgabe 6: Ebenen durch vorgegeben Punkte

0 1 0
a) Es:;z =| 0| +ul0| +v|1]|, (unten rechts vorne)

-1 1 1

0 1 0
b) Ee:;z =| 0| +ul0| +v|-1], (unten rechts hinten)

-1 1 1

0 -1 0
C) E7:§ = 0| +ul 0| +v|-1], (unten links hinten)

-1 1 1

0 -1 0
d) 58:32 =0 | +ul 0| +v|1|, (unten links vorne)

-1 1 1
Aufgabe 7: Ebene durch drei Punkte

3 2 4 4 4 -2
a) Ex=|0|+r1| +g-1|, b) Ex =|2| +rl 0] +s-3|,

3 2 -3 1 -3 3
Aufgabe 8: Ebene durch zwei Punkte mit einer Richtng

2 -3 4 3 1 1
a) Ex=|-1+r3|+50], by Ex=|1|+r0]|+9d2],

3 -1 -1 -1 -1 -3
Aufgabe 9: Ebene durch einen Punkt mit zwei Richtugen

2 4 1 1 3 1
a) g,thE:;=1+r0 +s/ 1], b) g,thE:i=—1 +r/1ll +s/ 0],
0 -1 -1 4 1 -1
Aufgabe 10: Ebene und Gerade
a) gn E= S(86/0) b) gn E= S(11-9|-12)
c) gnE={, aberg|l E d gCcE
Aufgabe 11: Ebene und Ebene
6 -2 6 -1
a) E10E2=g:;=0+r0 , b) E10E2=g:§=0+r1 ,
0 1 1 0

C) E]_ = Eg d) E]_ N E2 = {} aber E1| |E2



