7.4. Teilverhaltnisse
7.4.1. Berechnung von Teilverhaltnissen

Aufgaben zu Teilverhaltnissen Nr. 1

Die Schwerpunkte von Figuren und Korpern lassem sigt Hilfe von Teilverhaltnissen ausdricken und
berechnen.

Definition
Ist T ein Punkt der Geraden [AB] mAT =t TB , dann nennt man die Zahl t = TV(ATB) dasilverhaltnis
der Punkte A, T und B.

Beispiel: A(3/0]0), B(1010/0), T:(1/00), Tx(5/0/0) und T(12/0|0).

v

T A T B T

TV(ATB) = 2.z TV(AT,B) = 2 und TV(AT;B) = 9.8
9 T o 75 T 27 2
Ubung: Berechne TV(TAB), TV(T,AB) und TV(T;AB)

Satz und Definition
Liegt T auf der Strecke AB, so ist TV(ATB) > 0 unehn spricht von einefimneren Punkt. Fur TV(ATB) <0
spricht man von eine@ulerenPunkt.

Ubungen: Aufgaben zu Teilverhéltnissen Nr. 2 - 4
7.4.2. Geometrische Beweise mit Teilverhaltnissen

Teilverhaltnisse in Figuren und Kérpern sind wfiabhangig von den Koordinatender beteiligten Eckpunkte.
Man betrachtet daher meistens allgemeine Dreiedieecke, Pyramiden, u.s.w. und benutzt zur Bereobn
der gesuchten Schnittpunkte und Teilverhaltnisgelideare Unabhangigkeit von zwei (Ebene) oder drei
(Raum) Kantenvektoren.

Da vieleFiguren ausDreiecken zusammengesetzt sind, lohnt sich die genauerad@etmg des Schwerpunktes
eines Dreieckes.

Satz
1. Die Seitenhalbierenden AMBMg und CM: eines Dreieckes schneiden sich in einem Punkt S.
TV(ASM,) = TV(BSMg) = TV(CSM.) = 2.

2.

— ] — = —
3. Der Ortsvektor des Schwerpunktes @& :§ (OA + OB +0C)
4,

S ist der Schwerpunkt des Dreieckes, d.h., esthhailsleichgewicht, wenn es in S aufgehangt wird.

Beweis

My




1. Schritt: Schnittpunkt zweier Geraden

Die Seitenhalbierenden [AJlund [BM,] schneiden sich in einem Punkt S mit TV(AgM: TV(BSMg) = 2.

Man legt derKoordinatenursprung in einen der Eckpunkte, z.B. A = O als und besbhidie Geraden [AM
und [BM,] durchzweilinear unabhangigeOrtsvektoren b = OB undc = OC:

- — 1 - =
[AM]: x =rAM , = rE(b + ¢) und
- - — s 1- -

[BMy]: x =b +sM,B =b +s(5c -b)
Um den Schnittpunkt zu bestimmen, werden die be@eradergleichgesetzt

1 - - = 1- -

— + = + — —
r2 (b+c)=Db s(2 c-b)
Man bringt alle Vektoren auf eine Seite und erbiiengeschlossenen Vektorzug
1 - - - 1- -
r-(b+c)-b-s(z;c-b)=0

S (b +c) Gc-b)
Nun klammert man die linear unabhangigen Vektoberund ¢ aus und erhalt einginearkombination der
Null:

1 - 1 1 - -

— — +(—r— — =
(2r+s 1)b (2r 2s)c 0

Wegen detinearen Unabhéangigkeitvon b undc muss gelten

1
EI’+S—1:0
1 1
2772870

2 2
Das LGS hat die eindeutige Ldsung |§:und s :§' Dies bedeutet, dass

1. sich [AMJ] und [BM,] tatsachlich in einem Punkt S schneiden und
s

- =2.
1-s

2. TV(ASM,) = 1L =2 und TV(BSM) =
—Tr

2. Schritt: Punktprobe

Die Seitenhalbierende C\eht ebenfalls durch S und TV(CgM 2.

Gesuchte Vektoren durch linear unabhangige Vektorerb und ¢ ausdriicken:

et 2 — 1 - -
(O] :tE(b + ¢) wobei nach Schritt 1. giItt:§ < 0S :§(b +c)

- s — - 1- -

[CMJ: x =¢c +tCM, =cC +t(§ b -c)

Gleichsetzen< geschlossener Vektorzug

CtE b -8y =2 (b +8) = (2t- )b+ —pe =0
2 "3 2173 3 N

Lineare Unabhangigkeit
1.1,
2 3

2 _t=0
3 - .

2
Beide Gleichung haben die gleiche eindeutige LOSu:n% . S liegt also auf [CM und TV(CSM,) = 2



3. Schritt: Verschiebung des Ursprungs

— ] — = —
Legt man den Koordinatenursprung an einen belieb@e O, so giltOS 25 (OA + OB +0C)

|
|

OS =OA +AS C

. 2

=OA + 3 AM, :

_— 21 — —

= OA + =(= (OB + OC) - OA) Mo M
3'2 a

1 — —  —

= (OA + OB +0C)

4. Schritt: Prinzip von Cavalieri

S ist der Schwerpunkt des Dreieckes.

Dabei verwenden wir daBrinzip von Cavalieri, um zu zeigen, dass der Schwerpunkt auf jederdder
Seitenhalbierenden liegen muss: Zerschneidet manDdaieck parallel zu einer Seite in viele Streifen
werden alle Streifen durch die Seitenhalbierendedér Mitte geteilt. Dies erkennt man durch eine
Parallelverschiebung der Streifenin ein gleichschenkliges Dreieck. Lagert man desiézk auf einem Balken,
der genau unter der Seitenhalbierenden liegt, sigctgn sich die Streifenstiicke rechts und links g das
Dreieck bleibt im Gleichgewicht. Der Schwerpunktgsialso irgendwo auf der Seitenhalbierenden lieBen.
sich die drei Seitenhalbierenden in S schneidés ter Schwerpunkt.

Da viele Kdrper aus Tetraedern zusammengesetzt sind, lohnt sich auch die genaBeteachtung des
Schwerpunktes eines Tetraeders.

Satz
1. Die Schwerlinien A®, BS;, CS: und DS, eines Tetraeders schneiden sich in einem Punkt S.
TV(ASS,) = TV(BSS) = TV(CSS) = TV(DSS) = 3.

2.
— ]l — — — —
3. Der Ortsvektor des Schwerpunktes @& :Z (OA + OB + OC +0D)
4. Sist der Schwerpunkt des Tetraeders, d.h., esthiriGleichgewicht, wenn es in S aufgehangt wird.




Beweis

1. Schritt: Schnittpunkt zweier Geraden

Die Schwerlinien Agund BS schneiden sich im Punkt S mit TV(ARS TV(BSS:) = 3.

Man legt derKoordinatenursprung in einen der Eckpunkte, z.B. A = QQ00) und beschreibt [Aund [BS)]
durchdrei linear unabhangige Ortsvektorenb = ES, ¢ =0OC undd = OD:

[AS]: x =tAS, :%(B +¢ +d)und

[BS): x =b +tBS, =b +s(%(6 +d)-b)

Gleichsetzen< geschlossener Vektorzug

(b +C+d)=b +sC(E +3)-b)= (Gt+s-Db + Gt-29¢ + G- =0

Lineare Unabhangigkeitder Vektorenb ,E undd :

lt+s—1=0
3

1 1

§t—§S—O
1 1

gt—gs—o

3 3
Das LGS hat die eindeutige Ldsung tZ:und S :Z. Dies bedeutet, dass

1. sich [AS] = [BS,] tatsachlich in einem Punkt S schneiden und
2. TV(ASS,) = TV(BSS) = 3.

2. Schritt: Punktprobe

Die Schwerlinien CSuns D$ gehen ebenfalls durch S und TV(G$S TV(DSS) = 3.

Ausdricken der gesuchten Vektoren durch linear unahéangige b 6 und d:

w

— 1 - - —_ 1 - . -
OS:tE(b+c+d)wobeinachSchrittl.giItt:—:>OS:Z(b+c+d)

D

- o+ — - 1 - - -
[CS]: x =c +tCS, =c +t(§(b +d)-c)
. . . 1 - - -
[DSp]: x =d +tDS, =d +s(§(b +c)-d)

Gleichsetzen< geschlossener Vektorzug

- 1 - - - 1 - - - 1 1 - 3 - 1 1 - -
C+t(§(b +d)—C)=Z(b +C+d)<:>(§t—z)b +(Z—t)C+(§t—z)d =0



Lineare Unabhangigkeit

1 1
3 4
3 —

Z—t—o
1 1
317770

3
Alle Gleichung haben die gleiche eindeutige Lds’ungZ. S liegt also auf [C$und TV(CSS) =3
[DSp] = OS fiihrt auf die entsprechenden Aussagen flip[DS

3. Schritt: Verschiebung des Ursprungs

— 1 _— — —
Legt man den Koordinatenursprung in einen beliebigenkt O, so gillOS :Z (OA + OB + OC +0D)

— - = — 3.
OS ~ =O0A +AS=0A + 7 AS,
— 31 —  — —
= OA + 7 (5(OB +OC +0D) - OA)
1 — — — —
= (OA + OB +OC +0D)

4. Schritt: Schwerpunkt als Schnittpunkt des Schweglinien

Der Tetraeder befindet sich im Gleichgewicht. wenauf einer Schwerlinie gelagert wird. ‘

Zerschneidet man namlich den Tetraeder parallelgegeniberliegenden Seite in viele Scheiben, sb djeh
Schwerlinie durch die Schwerpunkte aller Scheibed die Scheiben bleiben daher in Gleichgewicht.elthg
man den Tetraeder im Schnittpunkt S der vier Sclimien, so muss er also wieder im Gleichgewichéldin.
Experimentell lasst sich dies nachprifen, indem rdan Tetraeder an einer beliebigen Ecke oder Kante
aufhangt. Er wird sich immer so drehen, dass Swgenter dem Aufhangepunkt liegt, was einer Aufhamgin

S selber entspricht.

Vorgehen bei Beweisen zu Teilverhaltnissen

1. Ausdricken der gesuchten Vektoren durziwei (Ebene) bzw.drei (Raum) linear unabhangige
Kantenvektoren

2. Formulierung einegeschlossenen Vektorzugs Linearkombination der Null mit den gesuchten ¥e&n

3. Bestimmung der gesuchten Faktoren unter Ausnutdeniinearen Unabhangigkeit

Ubungen: Aufgaben zu Teilverhaltnissen Nr. 5 - 11



