7.6. Normalenformen

7.6.1. Normalenform der Ebenengleichung

Mit Hilfe des Skalarproduktes lassen sich Ebened Geraden in der parameterfreien Normalen- oder
Koordinatenform darstellen. Die Normalenform erniéiyl einfache und schnelle Berechnungen von

Schnittpunkten- und Geraden sowie Abstéanden und®in

Beispiel. Aufgaben zu Normalenformen Nr. 1

Definition: Normalen- und Koordinatenform der Ebene

Ny
Die Ebene E, die senkrecht zum Normalenvektor n, | verlauft und durch den Punkt A mit dem Ortsvektor
k!
& X1
a = a, | geht, besteht aus allen Punkten P mit den Orterakix = X, |, fur die gilt E: (; - 5)*5 =0.
az X3
(Normalenform der Ebene).
Durch Ausmultiplizieren erhalt man daraus die Glaimg E: nx; + X, + Xz = d mit d = a*n.
(Koordinatenform der Ebene)
E:(x —a)n=0
oraloloy
Umwandlung Parameterform # Normalenform:
Die Ebene mit deParameterform E: x = a + b + sc = 0 mit r, s€ R hat die Normalenform
E:(x —a)*n =0.
R Ny . by !
DerNormalenvektor n = |n, | muss zu den beidepannvektorenb = (b, | und c =|c,| senkrecht steher
N3 by C3
= Berechnung mit derSkalarprodukt: b*n =0 undc*n =0 bzw. oufy -+ b + by = E Das LGS
G+ G+ Gy =
hat unendlich viele Lésungen, da die Ladnge des Normalengatkittht festgelegt ist.
= Berechnung mit denvVektorprodukt : n =b x c¢. Der Normalenvektor hat dann eine Lange, die |der

Flache des vom und ¢ aufgespannten Parallelogramms entspricht.

Beispiel: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 2



Umwandlung Normalenform — Parameterform:
Die Eben mit der Normalenform E;(— -é)*ﬁ = 0 hat die Parameterform &: = a + rb + sc = 0 mit r, s€
_ by o1& _ N
R. Die Spannvektoreth = |b,| und c =|c,| mussen senkrecht zu = | n, | stehen und dirfen nicht parallel
by ! N3
by te,
- = - - L= - byn, + byn, + = :
seinb* 1 =0unde*n =0 mith # t & bzw, | T P2t Bafs Emlt b,| # |tc,
G+ G+ Gy = b tc
3 3

Ubungen: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 3

Beispiel fur die Darstellung einer Ebene im Koordimtensystem mit Hilfe von Spurgeraden

Gegeben ist die Ebene E: 3k 4% + 8% = 24. Bestimme die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsdrdig
Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen (Spurgeraden). Zeictemeentsprechenden Ausschnitt der Ebenen
in ein Koordinatensystem.

Losung

Die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen erhalt
man durch Nullsetzen der jeweils librigen Koordinaten:

Z.B. ist auf der ¥Achse x =x3=0= 3x, + 40 + 80 =
24 = x; = 8 = S5(8]0/0). Entsprechend erhalt man

S,(016/0) und $(0/0]3). 3 X

Die Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen erhalt \6
man durch Nullsetzen der jeweils Ubrigen Koordinate. . >
Z.B. ist auf der xx,-Ebene x=0= g2 3% + 4% =24

X3 A

S X =6-— % X;. Entsprechend erhalt magsgxs = 3 —

3 1 X1
— X, und g3 X3 =3 — = Xo.
s 1 @3 X3 5 2

Ubungen: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 4

7.6.2. Lagebeziehungen zwischen Ebenen in Normalenform

Satz: Lagebeziehungen zwischen Ebenen in Normalemfo
X1
Die gemeinsamen Punkte = |x,| der Ebenen E:X — a)*n =0 und F: & — b)*m = 0 mussen die
X3
NyX; + NyX,+ NaXg

Gleichung
le1+ m2X2+ m3X3 —

j mit ¢ = 5\ *n und d :5 *m erfullen. E und F haben

¢ keinen gemeinsamen Punkt, wenn die Gleichukgjne Lésung besitzt. Sie verlaufen damarallel
zueinander.

» eineSchnittgeradeg, wenn die Gleichung Losungen |(%|xs) besitzt, die vorinem Parameter abhanger.

* einegemeinsame Eben& = F, wenn die Gleichung Losungen |&s|xs) besitzt, die vorzwei Parameterr
abhangen. Die Ebenen sind dadentisch.

Ubungen: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 5 - 7



7.6.3. Normalenform der Geradengleichung

Aufgaben zu Normalenformen Nr. 8

Definition: Normalen- und Koordinatenform der Geraden

n m
Die Gerade g, die senkrecht zu den Normalenvektoren|n, | und m = [m, | verlauft und durch den Pun
N3 ms
a Xy
A mit dem Ortsvektora =|a, | geht, besteht aus allen Punkten P mit den Ortskekix = |x, |, fir die gilt
a3 X3
(x—a)xn =
S (Normalenform der Gerade).
(x—a)xm =

Ny X1+ NyXo+ NyX3

Durch Ausmultiplizieren erhalt man daraus das LGS
2Xl+ m2X2+ m2X3 —

j mit ¢ = a*n und

d=a*m. (Koordinatenform der Gerade)
Bemerkung:

—

Die Normalenform beschreibt di&chnittgeradeder beiden Ebenen Ei(— 5) =n und F: (; - 5) =m

Ubungen: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 9

7.6.4. Lagebeziehung zwischen Ebenen und Geraden in Normalenform

Die Frage nach der Struktur der Losungsmenge ¢iG&s erhalt durch die geometrische Deutung der farea

Gleichungen als Koordinatenformen von Ebenen dimfaehe und anschauliche Antwort:

Beispiel: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 10

Satz Lagebeziehungen zwischen Geraden und Ebenen

X—a)sn, L.
Die gemeinsamen Punkte der Gerade (g: j) E und der Ebene E:X{ — a3)* n3 = 0 erhalt man
(Xx—ay)*n, =
Ny X+ r-llyy_‘_ n,z = dl
aus dem LGSn,, X+ Ny Y+ Ny, z = dy mitd = a* n;. g und E haben
n3xx+n3yy+ N3,z = d3
* keinen gemeinsamen Punkt, wenn die Gleichukgjne Lésung besitzt. Sie verlaufen damarallel

zueinander.

» einenSchnittpunkt P, wenn die Gleichungine Losung (%|x,|Xs) besitzt. Seine Koordinaten ergeben s
durch Einsetzen von r bzw. s und t in die Gleichuog g bzw. E.

« einegemeinsame Geradg C E, wenn die Gleichungiele Losungen (xx,|xs) besitzt. Die Gerade lieg

ich

—

dannin der Ebene.

Ubungen: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 11



Bemerkung:
Ein LGS mit drei Gleichungen fiir drei Unbekanntedigeibt diggegenseitige Lage dreier Ebenerts besitzt

« keine Lésung, wenn die die drei Ebenen sich pamrweiseoder Giberhaupt nicht schneiden
¢ eineL6sung, wenn die drei Ebenen sich nur in eifamkt treffen
» viele Lésungen, wenn die drei Ebenen auf einer gemeiesachseliegen:

G Y

Ubungen: Aufgaben zu Normalenformen Nr. 12



