7.7. Aufgaben zu Hyperboloiden

Speichenrader, Schiffsmasten, Kihl- und Wassertiwarelen auf die gleiche Art konstruiert. Dazu btingan

zwei Ringe mit den Radien R und r auf einer genagimen Achse im Abstand h voneinander an und verbinde

sie mit Speichen, die gegeneinander um den Wimnkelrdrillt sind:
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Schneidet man den so konstruierten Rotationskomierder Zeichenebene (x)

(x1-x-Ebene), so erhalt man eine konkave Begrenzungskdiv die
Schnittfigur. Diese Mantellinie r(x) lasst sich alsgedrehte Hyperbel

beschreiben: > X1
Durch Rotation der hyperbelartigen Mantellinie dia x-Achse erhalt man
wieder den urspringlichen Rotationskérper. Diesed waherHyperboloid

genannt.

Aufgabe 1. Geometrische Konstruktion im Raum fir feste Abmessungen

Ein Kihlturm soll mit R =20 m, r = 15 m, h = 160unda = 45° konstruiert werden.

a) Formuliere die Parameterform der Geraden g, auflideerste Speiche (siehe Abbildung oben) liegt.
b) Berechne den Abstand d der Speichen von géickse.

c) G; sei ein beliebiger Punkt auf der (unendlich lafg8eraden g:0G, = X.=a +tb mitte R. Fir
welche Werte des Parameters t liegtaEsachlich auf der ersten Speiche?

d) Zeige, dass der LotfuBpunkt des Punkteau® die x-Achse die Koordinaten,{t-100/0|0) hat.
e) Zeige, dass fir den Abstand des Punkte#o@ der x-Achse gilt: r(t= \/200, 7€ — 375,77t 401

f) Zeige, dass fur den Radius des Kiuhlturmes auf ééebt gilt: r(x)= \/0,02x2 — 3,76x%+ 40C

g) Auf welcher Hohe xist der Kithlturm am schmalsten?

h) Berechne den Radius an der schmalsten Stelle ddtukiis und vergleiche mit b)

i) Vergleiche den Rechenaufwand fir die Abstandsbereaen in b) und f) - h). Welche
Zusatzinformationen tber den Abstand erhalt mé-im)?

j) Berechne das Volumen des Kihlturms und das bea@igtonvolumen fir eine Wandstérke von 1 m.

Aufgabe 2: Geometrische Konstruktion im Raum fir bdiebige Abmessungen

0 h
a) Zeige, dass die erste Speiche auf der Geradeng|R| + t|r-cosa.— R| liegt.
0 r-sina
. : . rR sinc .
b) Zeige, dass die Speichen den Abstand-6—= von der x-Achse besitzen.

R? — 2rR cosx + F
Hinweis: (sina)? + (cosa)? = 1

c) G sei der Endpunkt des Ortsvektors= OTBt auf der Geraden g. Zeige, dass der LotfuBpunkPdektes
G, auf die x-Achse die Koordinaten{t-h|0|0) hat.

d) Zeige, dass der Abstand des Punktegd® der x-Achse den Wert
r(t) = \/tz(R2 —2rRcosx+ F M+ t(2rRcos— 2R} R besitzt.
Hinweis: (sina)? + (cosa)? = 1




e) Zeige, dass der Radius des Hyperboloids auf deekdturch die Gleichung

2
r(Xy) = \/E—Z(RZ — 2rRcosx+ f }F% (2rRcos— 2R -) R mit 0<x<h gegeben ist.

27
f) Zeige, dass der Radius r(x) fly=x hR” — hrR cosx minimal wird.

R? — 2rRcosx+ f

g) Zeige, dass rey = R sina = d.Hinweis: (sina)? + (cosa)® = 1.

JR? — 2rRcosu+ P

Aufgabe 3: Drehung und Streckung von Hyperbeln

t
a) Zeige durch Eliminierung des Parameters t, das©digvektorenx, = | 1| fiir t € R \ {0} eine Hyperbel
t

beschreiben.

0 X 0
b) Zeige anhand einer Zeichnung, dass die Ortsvekt{?(éﬂv, [ ] und [ l] = [Xl] + [ ] durch
0 Xy Xy 0 Xy

Cosa  — Simx

Multiplikation von rechts mit der Drehmatrix ,A= [ ] um den Winkelo gegen den

Sinae COoSx
Uhrzeigersinn um diesxAchse gedreht werden.

t—=

c) Zeige mit Hilfe der Ergebnisse aus a) und b), dés©rtsvektoreny, = furt € R\ {0} eine

t+=

1.
J2
t
um 45° gegen den Uhrzeigersinn um diedehse gedrehte Hyperbel beschreiben.

d) Zeige durch Eliminierung des Parameters t, dasgetieeht Hyperbel aus c¢) durch die Gleichung

2
X £/X% 42
e) Zeige durch Rationalmachen des Nenners, dass mchRaimel aus d) vereinfachen lasst auf die Gestalt

y:i\/x2+2.

f) Zeige anhand von “T (f(x) —g(x)) = 0 dass f(x) =yx*+2 fir x — = » die Asymptoten
X—T00

y =X+ beschrieben wird. Welche Bedeutung hat die Volmgialternative = im Nenner?

a(x) = \/x72 = |x| besitzt.Hinweis: Erweitere und nutze die 3. binomische Formel gerfa- b =
a—b

Va+ib

g) Zeige, dass das Schaubild der Funktion r(x)/@:, 02X — 3,76x + 40( durch Verschiebung umyx 94 in

x;-Richtung und Stauchung um a = 0,4 ipRichtung aus der gedrehten Hyperbel h(x/x + 2
hervorgeht:Hinweis: Bringe die Funktionsvorschrift mit Hilfe quadsther Erganzung auf die Form r(x) =

i\/a2~(xfxo)2+yo.

h) Bestimme die Gleichung der schiefen Asymptotenngnfiir |x — Xy| — .



7.7. Losungen zu den Aufgaben zu Hyperboloiden

Aufgabe 1: Geometrische Konstruktion im Raum fir feste Abmessungen

a)

b)

d)

e)

)

h)
)

Die Gerade g durch die Punkte FX0/0) und Q(lO(Dl—ZS\/E | 15\/5) (Pythagoras!) hat die Gleichung g;

2
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=120 +t7\/§—20 ~|20| +t|—9,39 .(alle Angaben in m)
0 15\/7 0 10,61
—/2
2
0
Der gemeinsame Normalenvektor der Geraden g und;d&chse istn = 1—25\/5 . Ihr Abstand ist
20-2/2
2
alsod :Opf L 30V2 ~ 14,97 m.
I V2s-122
0<t<1
0 100
— 15 - A N
GL; = [7\/5 20]- t+ 20 steht senkrecht zugchse. X
» X
\tl\l
E\/E-t \,\/ g
2 1
r(t) = ‘Gt Lt‘ = (625 300/ 2)t — (800- 30¢ 2) 4q. X

Durch Projektion auf diejxxz-Ebene ergibt sich mit dem Strahlensatz x =%100 und durch Einsetzen in

e) erhalt man r(x) 3/625—3(@/72 x2
10000
0,04x— 3,76

2,/0,022 — 3,76x- 40(

besitzt r also héchstens einen Extrempunkt. Da-+{x} o« flir x — — c und flr x— + 0, mufl3 es sich um
ein relatives und absolutes Minimum handeln.
Einsetzen liefert r(94 m) = 14,94 +d
b) liefert nur den minimalen Abstand der Punkiez® x-Achse, d.h. den minimale Radius des Kuhlairm
f) - h) liefern den Radius in Abhangigkeit von deshe x und womit nicht nur der minimale Radius sond
auch die zugehorige Hohe berechnet werden kann.

100
Geamtvolumen V =~ [ (r(x))*dx = 87545,72 i

0

—(8—3J2) x+ 400.

r'(x) = = 0 fur x = 94 m. Da es sich um die einzige Nellstvon r' handelt,

Mantelvolumen Y, = n-ljop(r(x))2 —(r(x)—1)%dx = 1JOp(Zr(x)fl)dx ~10129,42 i
0 0



Aufgabe 2: Geometrische Konstruktion im Raum fir béiebige Abmessungen

a)

b)

d)

e)

0
Der gemeinsame Normalenvektor der Geraden g und,éfzhse istn = | rsina
R —rcosx
0 0
R[«| rsina
OPxn _ 0) (R—rcosx _ IR sina

Ilhr Abstand ist also d =

‘ﬁ‘ ) \/rz(Sin&)2+(Rf rcosy ¥ ) JRZ —2rRcosx + F

0
GiL, =[t-r-cosa+ (- t) R steht senkrecht zug-Achse.
t-r-sina

Durch Ausklammern vorf und t sowie Einsetzen von (siff’ + (cosa)® = 1 erhalt man r(t) %Gt Lt‘

\/(t-r-cosﬂ,Jr(l— - ®2+( tF sim,)2 = \/tZ(RZ—ZrR cosy+ F ) t(2rRcos— 2R R.
Durch Projektion auf diepxs-Ebene und mit dem Strahlesatz erhélt man wie ifgdae 1 f) x = x = th.

2%‘(szercos;H Fy% (2rRcos— 2R )
rex) = = mit r'(xo) = O fir
2\/;(]2(R22rR cosy + f %% (2rRcos— 2R+ R

R? — IR cosx . L , . . .
Xo = . Da es sich um die einzige Nullstelle von r" hdhd®esitzt r also héchstens einen

R? - 2rR cosy + Ff
Extrempunkt. Da r(x}— + oo fir X — — o und fir x— + o, muf} es sich um ein relatives und absolutes
Minimum handeln.

Einsetzen.

Aufgabe 3: Drehung und Streckung von Hyperbeln

a)
b)
c)

d)

)
h)

klar
klar
klar
1 1 ) 1 > . . 1 1, t?+1
==@->)et -2xt-1=0et, = — (X% yx“+2).Einsetzeniny =— (t+ =) =
V2ot NG J2© ot 2
ergibty_xzix-\/x2+2+2 - 2
X +x%+2 X £~/X2 +2
klar
klar
klar

g(x) = alx — x| = 0,4|x — 94



