7.7. Abstande und Winkel

7.7.1. Winkel Gerade - Gerade

Schnittwinkel zweier Geraden:
Am Schnittpunkt zweier Geraden gind @ lassen sich die

beiden Winkel <«(g;, @) und <%(g, @) messen. Als
Schnittwinkel bezeichnet man denjenigen der beiden Winkel,
der kleiner oder gleich 90° ist, d.h., dess€wsinus grol3er
oder gleich Null ist:

Schneiden sich die Geraden;, gund @ mit den

Richtungsvektoren 51 und 52, so gilt fir den Schnittwinkel

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln N8 1 -

7.7.2. Winkel Gerade - Ebene

Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene:
Schneidet sich die Gerade g mit dRichtungsvektor b und

die Ebene E mit derNormalenvektor ﬁ, S0 bezeichnet man
als Schnittwinkel den kleinsten Winkel, der zwisechg und
einer in E liegenden Geraden s gebildet werden .kéne

gesuchte Gerade s ist dichnittgerade der vonb und n
aufgespannteBchnittebeneF mit der Ebene E und wird auch
Spur von g auf E genannt. Fir den Schnittwinkedrhalt man

o~
aik

dann: cos (90° &) = sina. =

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Aufgdhed 5

7.7.3. Winkel Ebene - Ebene

Schnittwinkel zweier Ebenen:
Schneiden sich die Ebenen lhd E mit denNormalenvektoren ﬁl und ﬁz, so betrachtet man wieder die v
ﬁl und ﬁz aufgespannt&chnittebeneF mit denSchnittgeradens; und s. Fiir den Schnittwinked erhalt man

s
dann: cost =

e

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Nr.d67un




7.7.4. Abstand Punkt - Ebene

Abstand Punkt - Ebene
Der Abstand d eines Punktes P mit dem Ortsvektor

E) von einer Ebene E%(— 5)*ﬁ =0istd ZI(E) -

-

- —_— i . —_— n
a)*ngy |. Dabei heifdtn, = ‘T auchNormalen-
n

Einheitsvektor der Ebene E. Die Gleichung = -

5)*50 = 0 heilRt Hessesche Normalform der
Ebenengleichung.

Beweis I(B - 5\)*n_(; | = AP -1-cosa = d (siehe Zeichnung)

Beispiel:

Bestimme den Abstand des Punktes|B|d2) von der Ebene Ejx %, + 3% = 2.

LOsung:

1

1. DerNormalenvektor n ergibt sich aus den Koeffizienten der Ebenengleichﬁng: —1{. Seine Lange ist

|n| = J11. DerNormaleneinheitsvektorist alson, =

=
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=
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w

=
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2. Als Stutzvektor kann eine beliebige Losung der Ebenengleichungipwerden, z.Ba =|0|.

3. Der gesuchtébstand ist dannd 4(p - a)*n, | =

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln NA.D -

7.7.5. Abstand Punkt - Gerade
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Abstand Punkt - Gerade

Der Abstand d des Punktes P von der Gerader;g; a +1tb

istd =|LP |.

Dabei ist L derf~uBpunkt desLotes von P auf g. Man erhalt
ihn als Schnittpunkt der Geraden g mit delilfsebene

E: (i - @)*B = Q die senkrecht zu g durch P verlauft

Beweis siehe Zeichnung
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E: (; - 5?3)*5

0(0/0/0)

Beispiel:

1

Bestimme den Abstand des Punktes|P{&) von der Geraden & = |2| +1t| 0

-2



LOsung:

Xq 3 1

1. Die Gleichung deHilfsebeneist E: (; - @)*B =0= E:!||[X,|—|-1f|x| O| =0 E:x — 2% =-1.

2. DenlLotfuBpunkt L = g% E erhalt man durch Einsetzen der Geradengleichng = |2| +t| 0 | in die

X3 2 -2

x| (1 1

xs) 13 |2

Ebenengleichung Exx 2% =-1=>L=g& E (1+t)-2@B-2t)=-kt= —g Den Parameter t :%

1 1 0,5
setzt man in die Geradengleichung ein und er®&lt= | 2| - g 0f=]2
3 -2 6
0,5 .
3. Der gesuchtébstandistdannd 4 LP |=|OP - OL | =||-1|-| 2 | = Z\/g LE.
6

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Nr.183 -

7.7.6. Abstand Gerade - Gerade

Abstand Gerade - Gerade
Der Abstand d zwischen den beiden Geraden é = 51 +
rBl und g: X = 512 + SBZ istd :|(52 - 511)*n_6 |. Dabei ist

-

— n
Ny, = 777 ein Normalen-Einheitsvektor sowohl fur g als
P
auch g. Geeignete Einheitsvektoren erhalt man mit dem
Skalarprodukt aus den Bedingunger?n* 51 = n* 52 =0 oder
mit demVektorprodukt alsn = Bl X 52.
Beweis siehe Zeichnung
0(0l/0]0)
Beispiel:
1 1 3 2
Bestimme den Abstand zwischen den beiden Geraden=g{2| +t/ 0 | und h:x =|—1| +t/1].
3 -2 2 1
LOsung:
I 2
Der gemeinsame Normaleneinheitsvektomigt = ——= = — |—5|.
lbixb,| V30| 4
1 3 1 2 1 2| {2 20
Der gesuchte Abstand ist also dl(% -a )*F | =1[|2]—|—1||=* —5| =——| 3 |*|-5| = —LE
l o 3 2 V30 1 V30 1 1 V30

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Nr1&6-




7.7.7. Spiegelung Punkt an Ebene

Spiegelung eines Punktes an einer Ebene

Um den Punkt P an der Ebene & ¢ a)*ny =0 zu E:(X -a)ng=0
spiegeln, geht man folgendermaf3en vor:

1. Abstand d =|(OP - a)*n, | des Punktes P von

der Ebene E bestimmen
2. Durch Einsetzen priifen, ob der LotfuRpunkt L mit b dng L dng

OL = OP +dn,in E liegt.

3. Falls ja, so hat der Bildpunkt P’ den Ortsvektor
@' = a:’ + 2 dﬁo
Falls nein, so hat der Bildpunkt P’ den Ortsvektor
@' = a:’ -2 dﬁo

Beispiel:

Bestimme den Punkt P’, der durch Spiegelung dektBsrP(13]|2) an der Ebene E: % X — 2% = -4
entsteht.

LOsung:
| 4
4. Der Normaleneinheitsvektor ist, = — | 1 |. Ein Stutzvektor ista = |0|. Der Abstand ist also d =
J6
-2 0
— = — 2
[(OP —a)*ny | = —.
NG
1 - -1 1 1 -1
5. Der LotfuRpunkt L kénnte den Ortsvekt@L = OP + dno=|3| + —-— | 1| =|3| +=| 1| =
J6 6 3
2 -2 2 -2
1 2 2 10 4 8
3 10[ haben. Einsetzen in E ergibt x X, + 2% = —5 + 3 - 2-5 = —5 + —4.. L liegt also nicht in E,
4

da a in die falsche Richtung von der Ebene weg zéigin geht also besser in die Gegenrichtung auf die

1 -1 4
Ebene zu und wahiOL = OP - dn, = |3| - 111] =218 EinsetzeninE ergibt 1 X, — 2% =
2 3 -2 3 8
_ﬂ + § -2 § =-4
3 3 3
1 -1 5
6. Der Bildpunkt hat also den Ortsvekt@P"' = OP -2 dng=|3| - % 1 :% 7| = P’(%I% 12).
2 -2 6

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Nr.ntio20

7.7.8. Spiegelung Punkt an Gerade

Spiegelung eines Punktes an einer Geraden

e E:(x - OP)*b =0
Um den Punkt P an der Ebenexg:= a +rb mitr €
R zu spiegeln, geht man folgendermaf3en vor: . P
1. LotfuBpunkt L von P auf g als Schnittpunkt von g ‘Fy
- T . g
mit der Hilfsebene E:X — OP)* b = 0 bestimmen — L
(siehe 4.7.6.) PL )

2. OP'=OP +2PL /




Beispiel:

3 2
Bestimme den Punkt P’, der durch Spiegelung dektesrP(2-1/1) an der Geraden g& = |—1| + t|1].
2 1
entsteht.
Losung:

1. Die Hilfsebene ist E: E:i - @)*B =0 E: 2% + % + X3 = 9. Den LotfuRpunkt L = ¢ E erhalt man

durch Einsetzenvon gin E: 23+ 2t) + (-1 + (RH t) = 9= t = %

3 2 11
Sein Ortsvektor ist als®L = |1 +% 1 :% -2].
2 1 7
2 11 2 16
2. Der Bildpunkt hat also den Ortsvekt®P' = OP + 2 PL = |—1| + 2% —2|—|-1| = % 1| =
1 7 1 11
16, 1 11
P2 |-2]=0).
( 3 | 3| 3)

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Nmur2i122

7.7.9. Spiegelung Punkt an Punkt

Spiegelung eines Punktes an einem Punkt
Wird der Punkt P am Punkt Z gespiegelt, so haBildpunkt P’ den OrtsvektoOP' = OP + 2 PZ.

Beispiel:
3 2

Bestimme die Gerade g’, die man durch Spiegelung der Geraden=g{—1| + t|1| am Punkt Z(-12|4)
2 1

erhalt.

LOsung:

Man spiegelizwei beliebige Punkte P und Q auf der Geraden g an Z. Wahlé£3B-1/2) und Q(%0|3). Die
Bildpunkte sind P’(-%|6) und Q'(-74|5). g’ muss dann durch die Bildpunkte P’ und Q' verafalso

-5 -2
g: x =OP'+rP'Q'=|5| +t|-1].
6 ~1

Ubungen: Aufgaben zu Abstanden und Winkeln Nrn2324



