8.1. Gruppen

Das Zusammenzahlen bzw. diddition natlrlicher Zahlen zum Zwecke der Vorratskontrolle ist in
menschlichen Kulturen lange vor der Entwicklung &mhrift praktiziert worden. Um aufgenommene und
abgegebene Mengen z.B. in einem Getreidespeicherseheiden zu kénnen, wurden @ebtraktion und
damit auchhegative Zahlenentwickelt. Um die Addition vieler gleich groRe3téuer)betrage abzukirzen, kam
man auf dieMultiplikation , bei der gerechten Aufteilung von Ausgaben oden&hmen auf mehrere Personen
auf dieDivision und damit digationalen Zahlen.

Kurz: Die Beschreibung und Organisation immer kawpter Systeme wurden mit neuen Rechenmethoden
gelost, die ihrerseits eine Erweiterung des Zahiffeg notwendig machten. Heute rechnen wir niclehmnur
mit Zahlen, sonder verknipfen z.®ektoren mit dem Skalar- und Vektorprodukt, Matrizen mit dem
Matrizenprodukt undFunktionen mit derVerkettung.

Damit eine neue Rechenmethode flr eine neue MeogeRechenobjekten ,funktioniert”, muss sie gewissen
Mindestanspriichen genuigen, die man unter dem Begrif,Gruppe” zusammenfasst.

Definition:
Eine Gruppe ist eine Menge G und eine Verknupfumgt den folgenden Eigenschaften:

8.1.0. Wohldefiniertheit
Fur alle a, b= G ist ao b eindeutig definiert.

Beispiele:
¢ Auf der MengeR der reellen Zahlen ist die Division nicht wohl iédrt, weil z.B. 3 : 0 nicht definiert ist.
3
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« Auf der Menge der Vektoren ist die Addition nichoht definiert, weil z.B.(ZJ + | 0| nicht definiert ist.
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e Auf der Menge der Matrizen ist die Multiplikatioricht wohl definiert, weil z.B.(0 5 4} * (2 3}

nicht definiert ist

Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr.1

8.1.1. Abgeschlossenheit

Fir alle a, b= Gistaucha b e G.

Beispiele:

« Die MengeN der nattrlichen Zahlen ist beziiglich der Subtoaktiicht abgeschlossen, weil z.B. 3 ¢9N.

« Die MengeZ der ganzen Zahlen ist in Bezug auf die Divisiathhabgeschlossen, weil z.B. 3 ¢7.

e Auf der Menge der zweidimensionalen Vektoren ists d8kalarprodukt wohldefiniert, aber nicht

1 3
abgeschlossen, weil Z'%'ZJ * (4} =11 kein zweidimensionaler Vektor mehr ist.

Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr.2

8.1.2. Assoziativitat

Fir alle a, b, e Gistauch (2 b)o c =aoc (bo c).
Beispiele:

* Auf den reellen ZahleR ist die Subtraktion nicht assoziativ, weil z.B.A2) - 3+ 1 - (2 - 3).
e Auf den reellen ZahleR ist die Division nicht assoziativ, weil z.B. (R} : 3+ 1:(2: 3).

Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr.3



8.1.3. Existenz eines neutralen Elements

Es gibt ein n~= g, so dass fir all@ g giltne a=aoc n=a.
Beispiele:
« Auf den reellen ZahleR gibt es kein neutrales Element fir die Subtraktieeil z.B. a — 0+ 0 — a+ a.

¢ Auf den reellen ZahleR gibt es kein neutrales Element fur die Divisiomjlve.B. a: 1+ 1 : a+ a.

« Auf der Menge der dreidimensionalen Vektoren gibtkein neutrales Element fir das Vektorprodukt, da
das Vektorprodukt zweier Vektoren immer orthoganabeiden Faktoren ist und damit niemals einem der
beiden Faktoren gleich sein kann.

Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr.4

8.1.4. Existenz von inversen Elementen
Fir jedes & G existierteind € G, sodassaca=ac a*=n.

Beispiele:
« Auf den natirlichen Zahlel gibt es kein inverses Element fiir die AdditionjhViér alle a, be N gilt a +
b>a.

« Auf den natirlichen ZahleN gibt es kein inverses Element fir die Multipliketj weil fiir alle a, b= N
gilta-b>a.

Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr.5

8.1.5. Kommutativitat
Eine Gruppe G heiflommutativ oderabelschnach dem norwegischen Mathematiker Nils HendriklA:802

—1829), wenn aulRerdem die folgende Eigenschaiflitast: Fir alle a, b= G gilt ac b = bo a.
Beispiele:

« Auf den reellen ZahleR ist die Subtraktion nicht kommutativ, weil firal, be R/{0}gilta-b =+ b - a.
« Auf den reellen ZahleR ist die Division nicht kommutativ, weil fir alle e R0} gilta:b = b : a.

Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr.6

8.1.6. Untersuchung endlicher Gruppen mit Hilfe von Verknipfungstafim

Bei einer endlichen Menge lassen sich alle mogtideeyebnisse der Verknipfung auf einer Verknipfiafgs
darstellen. Aus der Verkniipfungstafel lassen diieh@ruppeneigenschaften direkt ablesen.

Beispiele:

0. Wohldefiniertheit
Bleiben Felder der Verknupfungstafel leer, so ist\éerkntipfung nicht wohl definiert:
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1. Abgeschlossenheit
Enthalt die VerknlUpfungstafel Ergebnisse, die nmith in der ersten Zeile bzw. Spalte erscheinernstsdie
Verknupfung nicht abgeschlossen:
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2. Assoziativitat
Weil die Assoziativitit drei Elemente einbezieht,drev sie nur in einem dreidimensionalen
LVerknipfungswirfel* zu erkennen.

3. Neutrales Element

Sowohl die erste Spalte (W a) als auch die erste Zeile ¢an) wiederholen sich an der Stelle des neutralen
Elements:
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Die erste Spalte wiederholt sich an der Stelle., d — 0 = a fiir alle & G. Leider wird aber die erste Zeile
nicht wiederholt, d.h. die Bedingung 0 — a = anisht erfllt. O ist also kein neutrales Element 8abtraktion!
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Sowohl die erste Spalte als auch die erste Ze#elevholen sich an der Stelle 0. Es gilt also O=taat+ O fur alle

a € G und 0 ist neutrales Element fir die Addition. &ech 4 und 5 als Ergebnisse erscheinen, ist diktiad
auf der Menge {0; 1; 2; 3} allerdings nicht abgdssken!

4. Inverses Element
In der Verschlisselungstechnik rechnet man oftRegten modulo n, die bei Division durch eine natfid Zahl

n entstehen. Die Menge der Reste modulo 5 bedthtas den 5 Restel, 1,2, 3 und 4. Die Summe zweier

Reste wird als der Rest der gewdhnlichen SumméRdste definiert. Z.B. is + 3 = 0, weil 2 + 3 = 5 den
Rest 0 besitzt:
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In jeder Zeile und in jeder Spalte erschein mindestens einm&rdabnis0, d.h. fiir jedes Elementa G gibt
es ein inverses Elemerita G mita +a'=a'+a=0.Manliestabl *=4,27'=3,37%=2 und4*=
1.

5. Kommutativitat

Die Vertauschbarkeit @ b = bo a ist in der Verknupfungstabelle an der Symmetrie zur gchattserten
Nebendiagonalen leicht zu erkennen:
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Ubungen: Aufgaben zu Gruppen Nr. 7 - 10



