8.2. Kdrper

Die Multiplikation ist eine Abkirzung fur die Addition vieler gleighol3er Zahlen:-% =5 + 5 + 5 + 5. Aus
dieser Verwandtschaftsbeziehung ergibt sich, dasdMdiltiplikation auf der um die entsprechendeneirsen
Elemente (d.h. Bruchzahlen) erweiterten Mengerdéonalen Zahlen (allerdings mit Ausnahme der Null!)
ebenfalls derGruppeneigenschaftengeniigt und aulerdem mit der zugrunde liegenderntidddsertraglich

ist: Das Produkt einer Summe und einer Zahl ldsbstals Summe der Produkte der Summanden mit delr Za
schreiben. Dies&/ertraglichkeitsbedingung ist das bekannt®istributivgesetz und die Grundlage fur das
Nebeneinander zweier verschiedener Verkniipfungériaar gemeinsamen Menge. Eine Menge, die fir zwei
verschiedene aber miteinander vertragliche Verkuigdn Gruppeneigenschaften besitzt, nennt Kidnper
(engl.Field):

8.2.1. Definition:

Eine Menge K mit mindestens zwei Elementen heil¥pkKg wenn auf ihr zwei Verkniipfungen Addition +dun
Multiplikation - mit den folgenden Eigenschaften definiert sind:

1. (K, +) ist eine kommutative Gruppe mit dem neutngidement 0 (additive Gruppe des Korpers)

2. (K0}, ) ist eine kommutative Gruppe mit dem neutralemglet 1 (multiplikative Gruppe des Korpers)

3. Distributivgesetz: Fir alle a, b,& K gilt a:(b + ¢) =ab + ac und (a + by = ac + bc

8.2.2. Beispiele:
1. Der Korper der rationalen Zahle®( +; -) mit der gewohnliche Addition und Multiplikatiostider Prototyp
aller Korper.

2. Der Korper der reellen ZahleR{ +; -) mit den gleichen Rechenoperationen wie in 1. apeeitert um die
irrationalen, d.h. nicht durch Briiche darstellba#ahlen. Die irrationalen Zahlen lassen sich athti
abbrechende, nicht periodische Dezimalzahlen denmste Man kann anhand der Zahl der
Variationsmdglichkeiten der Dezimaldarstellung eeigdass es viel mehr irrationale als rationalelefah
gibt.

3. Der Korper der komplexen Zahlefiy(+; -) wurde in 8.1. in Form seiner multiplikativen Gpgpvorgestellt.
Er lasst sich als Menge der Paare reeller Zahlgy) (rit der komponentenweisen Addition; (i) + (X2|y-)
= (X, + %l|y1 + ¥») und der Multiplikation (x|y1) - (X2ly2) = (X2 = yryalXay1 + X%y2) definieren. Das
neutrale Element der Multiplikation ist|@) und das inverse Element der komplexen Zalyl) (st (x|y)™ =
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4. Der Korper GI2 der speziellen 2 2-Matrizen(

b
aj mit a, b€ R wurde in 8.1. in Form seiner

10
multiplikativen Gruppe vorgestellt. Das neutralesiiaent der Multiplikation ist(0 1} und das inverse

(a by (a b’ 1 (a - . " . .
Element der Matrix ist = 5 . Die Addition von Matrizen wird
-b a -b a a+b\b a
. - (1 2 5 6 1+5 2+6 3 8
komponentenweise definiert. Z.B. ist + = = .
3 4 7 8 3+7 4+8 10 12

5. Der Korper der Reste modulo 5 wurde ebenfalls h 81 Form seiner additiven Gruppe vorgestellt. Er
besteht aus den 4 Resténl,2,3 und 4, die bei der Division durch 5 auftreten. Die Sunueier Reste

wird als der Rest der gewdhnlichen Summe der Rizdtaiert. Z.B. ist2 + 3 = 0, weil 2 + 3 = 5 den Rest
0 besitzt. Entsprechend wird das Produkt zweieteRals der Rest des gewdhnlichen Produktes deeRest

definiert. Z.B. ist2 - 3 = 1, weil 2- 3 = 6 den Rest 1 besitzt.

Ubungen: Aufgaben zu Kérpern Nr. 1 - 3:



8.2.3. Eigenschaften

Einige mehr oder weniger bekannte und einsichtigétische Rechenregeln werden hier beispielhadiratnit
Hilfe der Kérpereigenschaften bewiesen. Dabei saiamd b beliebige Elemente des Kérpers (K +

Satz vom Nullprodukt
a0 =0 fur jedes & K.

Beweis

a0=a0+0 | 0 ist das neutrale Element der Addition
=a0+ a0+ (-a0) |-a0istdas inverse Element des unbekannten Elemaftes
=a(0+0)+ (-&) | Distributivgesetz
= a0 + (-a0) | denn0+0=0
= % |-a0 ist das inverse Element des unbekannten Elemaftes
ged.

Umkehrung des Satzes vom Nullprodukt
Wenn ab =0, dannista =0 oder b = 0.
Beweis

Wenn z.B. a= 0 ist, besitzt es ein inverses ElemeHtlzeziiglich der Multiplikation. Daraus folgt aberrciu
Einsetzen

b =1b | denn 1 ist neutrales Element der Multiplikation
=(a*ayb |dennata=1
=a’(ab) | Assoziativgesetz

=a’o | wegen der Voraussetzung
=0 | wegen des Satzes vom Nullprodukt
ged.

Plus mal Minus gibt Minus
a(-a) = —(aa)

Beweis

a(-a) =a(-a)+0 | 0 ist das neutrale Element der Addition
=a(-a) + aa + —(aa) | —(aa) ist das inverse Element vo &eziiglich der Addition
=a((-a) +a) + —(a) | Distributivgesetz
= a0 + —(aa) | (—a) ist das inverse Element von a beziiglich ditifon
=0+ —(aa) | Satz vom Nullprodukt
= —(aa) | 0 ist das neutrale Element der Addition
ged.

Minus mal Plus gibt Minus

(-aya = —(aa)

Beweis

Ergibt sich aus Minus mal Plus gibt Minus und demnutativitat der Multiplikation.

Minus mal Minus gibt Plus
(-ay(-a) = aa

Beweis
(-ay(-a) =(-a)-a)+0 | 0 ist das neutrale Element der Addition
= (-a)(-a) + aa + —(aa) | —(za) ist das inverse Element vom &éezliglich der Addition
= (-a)(-a) + aa + (-aj)a | Plus mal Minus gibt Minus
= (-a)(-a) + (—a)a + aa | Kommutativitat der Addition
=(-a)((-a) +a) +a | Distributivgesetz
=al +aa | (—a) ist das inverse Element von a beziiglich diitton
=0+aa | Satz vom Nullprodukt
= aa | 0 ist das neutrale Element der Addition
ged.



