1.7. Aufgaben zur Drehimpulserhaltung

Aufgabe 1: Drehimpuls

Eine 30 g schwere Kugel wird an einem 20 cm langen Faden zweimal pro Sekunde im Kreis herumgeschleudert.

a) Berechne die Bahngeschwindigkeit und den Bahndrehimpuls der Kugel.

b) Der Faden wird auf 10 cm verkirzt. Wie schnell ist die Kugel und wie viele Umlaufe pro Sekunde schafft sie jetzt?

Aufgabe 2: Drehimpuls

Jesse und Anton fahren auf ihren Fahrradern mit 36 km/h nebeneinander her. Anton hat ein Tourenrad mit 980 g schweren und
70 cm grofRen 28-Zoll-Felgen; Jesse dagegen ein Mountainbike mit 910 g schweren und 65 cm groRen 26-Zoll-Felge. Berechne
jeweils die Drehimpulse der Felgen. Wer braucht mehr Kraft zum Lenken und wer kann besser freihandig fahren?

Aufgabe 3: Drehimpuls
Frank hat eine 980 g schweren und 70 cm grofRen 28-Zoll-Fahrradfelge ausgebaut z
und hélt sie nun mit beiden Handen an der Achse so vor sich, dass diese auf der y-
Achse liegt (siehe rechts). Mit dem Daumen greift er in 4 cm Abstand zur Achse in
die Speichen und bringt die Felge in 5 Sekunden so in Schwung, dass sie 3
Umdrehungen pro Sekunde schafft.
a) Wie groB ist der Drehimpuls der Felge?
b) Wie groR war das erforderliche Drehmoment, wenn man gleichmassige
Beschleunigung voraussetzt?
c) Welche Kraft hat der Daumen auf die Speichen ausgeiibt? X
d) Frank will nun die wie skizziert rotierende Felge mit leichtem Zug der rechten
Hand bzw. Druck der linken Hand um die senkrechte z-Achse nach rechts
schwenken. Die Felge kippt aber stattdessen um die x-Achse nach unten.

Zeichne die Richtung des Drehimpulses L sowie des durch die Hande
ausgeiibten Drehmomentes M = % in die Skizze ein und begrinde durch

grafische Vektoraddition, wie es zu dieser unerwarteten Reaktion kommt.

e) Jetzt nimmt Frank die rechte Hand weg und balanciert die rotierende Felge nur
noch auf der linken Seite. Doch statt wie erwartet um die x-Achse nach unten zu
kippen, fangt sie an, sich langsam um die z-Achse zu drehen. Zeichne wieder die

Richtung des Drehimpulses L sowie des durch die Schwerkraft ausgelbten

Drehmomentes M = %‘ in die Skizze ein und begrinde durch grafische

Vektoraddition, wie es zu dieser unerwarteten Reaktion kommt

Allgemeine Angaben zu den Aufgaben 4 — 9 (Keplersche Gesetze):

Eine Astronomische Einheit 1 AE = 1,496-10° km ist die mittlere Entfernung der Erde zur Sonne.
Der Erdradius ist 6370 km.

Die Umlaufdauer der Erde um die Sonne ist ein Jahr = 1 a = 365,25 Tage.

Die Umlaufdauer des Mondes um die Erde ist 27,3 Tage.

Aufgabe 4: Keplersche Gesetze

a) Welche Umlaufdauer hat ein geostationarer Satellit, der sich immer Gber demselben Ort auf der Erde befindet?
b) Wo muss die Umlaufbahn eines geostationédren Satelliten liegen?

¢) Nennen Sie zwei Anwendungen fir geostationare Satelliten.

d) Der mittlere Abstand des Mondmittelpunktes zum Erdmittelpunkt ist 3,844-10° km. Berechnen Sie daraus den Abstand,
den ein geostationarer Satellit von der Erdoberflache haben muss.

Aufgabe 5: Keplersche Gesetze
a) Berechnen Sie die Umlaufdauer des Mars aus seinem mittleren Bahnradius vonr’ = 1,52 AE.
b) Berechnen Sie die Bahngeschwindigkeiten von Erde und Mars in km/h

Aufgabe 6: Keplersche Gesetze

Im Perigaum hat der Mond seinen kleinsten Abstand von 3,57-10° km und im Apogaum seinen groRten Abstand von 4,07-10°

km zur Erde.

a) Berechnen Sie die Lange der groRen Bahnachse a der Mondbahn.

b) Wie lange braucht die internationale Raumstation ISS auf ihrer ndherungsweisen Kreisbahn in 335 km Hohe fiir eine
Umrundung der Erde?



Aufgabe 7: Keplersche Gesetze

Der Pluto bewegt sich im mittleren Abstand von 39,5 AE mit der

numerischen Exzentrizitat € = 0,249 um die Sonne.

a) Berechnen Sie seine Kkleinste (Perihel) und groBte (Aphel)
Entfernung zur Sonne

b) Wie lange braucht der Pluto fir einen Umlauf?
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Aufgabe 8: Keplersche Gesetze

Johannes Kepler brauchte 40 Versuche und ca. 5 Jahre (u.a. mit
eiformigen Umlaufbahnen), um die von der Erde aus beobachteten
Marsbahnen schlieBlich mit einfachen Ellipsen erkléren zu konnen.
Ellipsenbahnen hatte er zunéchst in seinen Untersuchungen nicht
berticksichtigt, weil er davon Uberzeugt war, dass solche einfachen
und offensichtlichen Lésungen sicher schon lange vor ihm untersucht
worden waren.

Erklaren Sie mit Hilfe einer Skizze das Zustandekommen der
typischen Schleifenbahnen, die man fiir den Mars von der Erde aus
beobachtet. Der Mars bewegt sich im mittleren Abstand von 1,52 AE
mit einer Umlaufdauer von 1,88 a um die Sonne. Seine Bahn ist wie
die der Erde nahezu kreisformig mit einer sehr kleinen numerischen
Exzentrizitét.

Schleifenbahn des Mars in einem
Zeitraum von etwa 6 Monaten

Aufgabe 9: Keplersche Gesetze

Der Komet Tempel-Tuttle umrundet die Sonne auf einer elliptischen

Bahn in einer Zeit von 33,24 Jahren. Seine kleinste Entfernung zur

Sonne (Perihel) betragt 0,976 AE.

a) Berechnen Sie die Exzentrizitdt und die groRe Halbachse der
Kometenbahn in AE

b) Berechnen Sie die grofite Entfernung zur Sonne (Aphel) in AE

Aufgabe 10: Translation und Rotation
a) Zeige, dass fir die in der Zeit At zurlickgelegte Wegstrecke As gilt: As = v-At bei konstanter Geschwindigkeit v und As =

%a(At)2 bei konstanter Beschleunigung a aus dem Stand.
b) Zeige entsprechend zu a), dass fur die in der Zeit At Uberstrichenen Winkel A¢ gilt: A¢p = o-At bei konstanter

Winkelgeschwindigkeit ® und A = %oz(At)2 bei konstanter Winkelbeschleunigung a aus der Ruhelage.

Aufgabe 11: Tragheitsmoment

Ein Schwungrad rotiert mit der Frequenz f = 20 s' um seine Symmetrieachse. Beziiglich dieser Achse hat es das
Trigheitsmoment J = 60 kg'm? Nun wird das Schwungrad in der Zeitspanne von At = 1 min durch ein konstantes Drehmoment
M bis zum Stillstand abgebremst.

a) Berechne das Bremsdrehmoment M

b) Berechne die durchschnittliche Leistung P , die wihrend des Bremsvorganges abgegeben wird.
¢) Berechne die Anzahl der Umdrehungen, die das Schwungrad im Laufe des Bremsvorganges ausgefiihrt hat.

Aufgabe 12: Tragheitsmoment

Berechne jeweils die Winkelgeschwindigkeit o, die Translationsenergie Ey.y, die Rotationsenergie E,, und die gesamte
kinetische Energie Eyi, = Egan + Erot der drei folgenden Korper mit der Masse m, wenn sie mit der Geschwindigkeit v auf einer
horizontalen Ebene rollen:

Korper J O Etrans Erot Exin
Hohlzylinder mr*
Zylinder % mr?
Kugel % mr’




Aufgabe 13: Tragheitsmoment

Max und Lisa helfen ihrem Vater beim Reifenwechsel. Sie haben ein paar Bretter auf eine 1 m hohe Gartenmauer gelehnt,
wuchten die Reifen dort hinauf und lassen sie (ber die schiefe Ebene wieder hinunterrollen, damit der Vater sie auffangen
kann, bevor sie ins Auto krachen. Lisa nimmt 10 kg schwere Reifen mit Innenradius r; = 27 cm und AuRendurchmesser r, = 35
cm ohne Felge, wéhrend der starke Max die gleichen Reifen auf 6 kg schweren Felgen nimmt. Die Reifen kdnnen als dicke

Hohlzylinder mit Trégheitsmoment J = %m(rl2 + 1,%) betrachtet werden. Reifen mit Felgen werden als Zylinder mit J = %mr2

angenahert. Rechne mit g = 10 m/s?.

a) Berechne die gesamte kinetische Energie Eyj, = E;ot + Eyans der Reifen mit und ohne Felge in Abh&ngigkeit von ihrer
Geschwindigkeit v.

b) Wie schnell sind die Reifen mit und ohne Felge am Ful? der 1 m hohen schiefen Ebene?

Aufgabe 14: Tragheitsmoment

Ein JoJo besteht aus zwei 5 mm dicken Schwungscheiben aus Stahl mit dem Radius r, = 4 cm,

die im Abstand von 5 mm auf einer Achse aus dem gleichen Material mit den Radius r; = 4 mm

sitzen. An dieser Achse ist zwischen den beiden Schwungscheiben der Faden befestigt. Stahl hat

die Dichte r = 7,8 g/cm®.

a) Berechne die Masse m und das Tragheitsmoment J des JoJos. Der mittlere Abschnitt der
Achse kann vernachlassigt werden.

b) Berechne die gesamte kinetische Energie Eyi, = E ot + Eqans des JoJos, wenn es beim Abrollen ﬂ ﬂ
die Sinkgeschwindigkeit v erreicht hat.

c) Berechne die gesamte kinetische Energie aus b) in Abhéngigkeit von der
Winkelgeschwindigkeit .

d) Wie viel Prozent der Gesamtenergie wird durch die Translation bewirkt? W

e) Welche Winkelgeschwindigkeit und welche Sinkgeschwindigkeit v hat das JoJo, wenn es um
eine Hohe von 50 cm abgesunken ist? Rechne mit g = 10 m/s® und vernachlassige die \U M
Translationsenergie.

Aufgabe 15: Tragheitsmoment

Auf einem Drehstuhl sitzt ein Schiler mit zwei 1 kg schweren Hantel, die er dicht an seinem Korper mit dem Abstand r; = 10
cm von der Drehachse halt. nun wird der Schiler in Rotation mit einer Umdrehung pro Sekunde versetzt. Er streckt die Arme
aus, so dass die Hanteln nun einen Abstand von r, = 70 cm von der Drehachse haben, wodurch sich seine Drehfrequenz auf 3
Umdrehungen in 4 Sekunden verringert. Berechne das Tragheitsmoment Js des Schillers. Die Anderung seines
Trégheitsmoments durch das Ausstrecken der Arme kann vernachldssigt werden.

Aufgabe 16: Rotation und schiefer Wurf (10) h
Eine Kugel mit Radius r und Masse m rollt wie rechts A
skizziert aus der Ruhe im Punkt A mit der HOhe hp =

2,25 m eine gebogene Rinne hinunter. A

Der Tiefpunkt T der Rinne wird auf der H6he hy = 0 m
mit der Bahngeschwindigkeit v durchlaufen. Im Punkt
B verlasst sie die Rinne in der Héhe hg = 0,8 m im
Winkel von o = 55° zur Horizontalen mit der
Bahngeschwindigkeit vg.

Sie erreicht den hochsten Punkt C der Flugbahn in der
Hdéhe he mit der Bahngeschwindigkeit ve.

Im Punkt D mit hp = 0 landet die Kugel mit der T
Bahngeschwindigkeit vp. ®
a) Berechne die Bahngeschwindigkeit v+. Berlicksichtige auch die Rotationsenergie der Kugel. (2)

b) Berechne die Bahngeschwindigkeit vg. (1)

¢) Berechne die Bahngeschwindigkeit ve. (1)

d) Berechne die Hohe he. (2)

e) Berechne die Bahngeschwindigkeit vp. (2)

f) Begrinde ohne Rechnung nur mit Hilfe des Energieerhaltungssatzes, warum vp grésser als v sein muss. (2)




1.7. Losungen zu den Aufgaben zur Drehimpulserhaltung

Aufgabe 1: Drehimpuls

2

_ m
a) Geschwindigkeit v =or=2-1-2 50,2 m = 0,87 m/s und Drehimpuls L = rrm'v = 0,00487 kg: — .
S

b) Der Drehimpuls bleibt gleich: L = r**m-v*. Bei halbem Radius r* = % erhélt man die doppelte Geschwindigkeit v* = L
r-m

=2-v = 1,6m m/s und die vierfache Umlauffrequenz o = V— =40. Die Kugel schafft also nun 8§ Umlaufe pro Sekunde!
r

Aufgabe 2: Drehimpuls

2 2

Lanon = rmev = 0,35 m0,980 kg10 m/s = 3,43 ke T und Ly = rmev = 0,325 m-0,910 kg-10 m/s ~ 2,96 ke . Der
S S

groRere Drehimpuls beim 28-Zoll-Rad benétigt auch ein groReres Drehmoment zur freiwilligen oder unfreiwilligen Anderung:
Anton braucht mehr Kraft zum Lenken, kann aus dem gleichen Grund aber auch besser freihdndig fahren, weil das Rad stabiler
ist.

Aufgabe 3: Drehimpuls
a) L=rmv=r>mo=(0,35m)>0,98 kg2w3s" z z
~2,26 kg'm®s ' =2,26 Nm's

AL
b) M= == =045Nm
At

F — AL
- — L +AL A M=2=
C) Fpaumen = ~113N AL=M-At At
Daumen - - — y
d) siehe rechts AL L /
e) siehe ganz rechts X

Aufgabe 4: Keplersche Gesetze

a) 1Tag

b) genau iiber dem Aquator

¢) Fernsehen, Mobilfunk, Wetter, GPS

213
d) Aus dem 3. Keplerschen Gesetz folgt r =1’ (%j ~ 42 398 km vom Erdmittelpunkt entfernt bzw. 36 027 km iiber der

Erdoberflache.

Aufgabe 5: Keplersche Gesetze

a) Aus dem 3. Keplerschen Gesetz folgt T” = T- [r?‘jm ~ 1,87 a.

b) Erde: v=or~ 107 228 km/h und Mars: v’ = 87 159 km(h

Aufgabe 6: Keplersche Gesetze

a) Perigaum: a + e = 3,57-10° km: Apogdum: a — e = 4,07-10°> km = groRe Halbachse a = %(3,57 +4,07)-10° km =~ 3,82-10°

km.

\3/2
b) Aus dem 3. Keplerschen Gesetz folgt T =T- (a—j ~1,5h.
a

Aufgabe 7: Keplersche Gesetze
Aus a =39,5 AE ergibt sich die Exzentrizitit e = ¢-a = 9,8 AE und das Perihel a — e = 29,7 AE und das Aphel a+ e =49,3 AE

N\3/2
a
Aus dem 3. Keplerschen Gesetz folgt T =T- [—j ~2482a
a



Aufgabe 8: Keplersche Gesetze

Die Schleife entsteht beim Uberholvorgang vom inneren, schnelleren
Planeten aus gesehen, wenn dessen Eigendrehachse etwas zur Ellipsenebene
geneigt ist. Der dulere Planet wandert von 1 — 4 nach Osten, von 5 — 6 nach
Westen und von 7 — 9 wieder nach Osten. Die Skizze ist vereinfacht fiir eine
doppelt so lange Umlaufzeit des duBReren Planeten gezeichnet. In diesem Fall
wiirde sich nur eine einzige geschlossene Schleife ergeben.

Aufgabe 9: Keplersche Gesetze

2/3
a) Aus dem 3. Keplerschen Gesetz folgt a’ = a- [TTJ ~ 10,334 AE.

Die Exzentrizitét ist also e = %(a +e—(a—e))=4,681 AE
b) Das Aphel liegt bei a + e = 15,015 AE.

Aufgabe 10: Translation und Rotation
a) Zuriickgelegte Strecken sind Flacheninhalte im v-t-Diagramm:

Av Av
As Av =g
vz 22 o WdH LW iy a=2V o Av = a-At
At At
! 11
> >
At At “as— L oavat
2
= la(m)2
b) Uberstrichene Winkel sind Fldcheninhalte im o-t-Diagramm: 2
A® A0
A A =
w=—¢=> A = oAt ro a:—m=> Ao = At
At t At t
- > >
At At SAQ = — AwrAt
1 2
= —a(At)
Aufgabe 11: Tragheitsmoment 2
AL A ST 2
a) M= — =J-0=40r Nm mit der Winkelbeschleunigung a = 20 2:7 30 =Zms’
At At 60s 3
AE _ J-o
b) P =22 =22 _goorw
At 2
c) Ap= %oz(m)2 = 1200 bzw. 600 Umdrehungen.
Aufgabe 12: Tragheitsmoment
; 1
Korper J [0 Eirans Erot = E Jo
Hohlzylinder mr? v 1w 1w
r 2 2
Zylinder 1w v 1w 1w
2 r 2 4
2 1
Kugel = mr? v 1w = mv?
5 r 2 5




Aufgabe 13: Tragheitsmoment
Alles in SI!
. Y _ _1 > 1.,
a) Reifen ohne Felge: ® = — = Eyin = Eyans + Erot = EmRV + —Jo
r

2 rZ

r.2
. . v 1 1 1 1 3
Reifen mit Felge: ® = — = Eyjn = Eyans + Erot = E mR+,:v2 + EJ(DZ == m,:<+,:v2 + = mR+|:V2 = — mR+|:V2 ~12v2.
r

a) Energieerhaltung: Epqt + Exin = Epot” + Exin® < Epot = Exin“:
2

= Reifen ohne Felge: mg-g-h = %mR (rl—z+3j Ve vs
r2

= Reifen mit Felge: mgrg-h = %mmpvz S v= {% ~ 3,65 m/s

Aufgabe 14: Tragheitsmoment
a) Masse m = p-V = p-r,”~d = 392,1 g mit der gesamten Dicke d = 1 cm der beiden Scheiben.

Tragheitsmoment J = %mrz2 =992.4 g-em®

2
b) Exn= Erx+ Ears = ~J02+ Smv2= Zmrfe?+ Smv2= = L2+1 mv? = 25 mv? + 0,5mv°.
2 2 4 2| 2r}
2 2
©) Ean= 5| i1 |mv= 2[5 2 |me?~ 40810 mo?
2| 2r} 2( 2
L e
E 2 1
d) Etrans = 22 = 21 = P =2 %.
w1 L2+1 mo? i+l
2\ 2r, 2r,

€) Epot = Erot® < mgh = %mrlzmz =>0= E/g -h =79 s entspricht 12,6 Umdrehungen pro Sekunde.
rl

Aufgabe 15: Tragheitsmoment
2m(fo'-r}
Erot = Erot‘ And l(\]S + 2mrlz)CO = l(‘]S + 2ml’22)0)‘ And JS = M
2 2 O—o'
den Winkelgeschwindigkeiten vorher o = 2x s™' sowie nachher o‘ = 1,51 s™".

Aufgabe 16: Rotation und schiefer Wurf: (10)

. . 2 . . . 1 1
a) Mit dem Tragheitsmoment J = : mr? ist die Rotationsenergie E,o = EJ(DZ = = mv?

1 7 f -g- m
Aus EpOtA = EtransT + ErotT g mghA = %mVT2 + g mVT2 = E I'nVT2 fOlgt V1= % ~ 5767 -
S

10'9'(hA_hB)
7

(6]

. m
b) Aus Epota = Eranss + Eros + Epors TOlgt wie in b) vg = ~4,55 —
S

1,1 r2 ,_ 1 r
= EmRV + ZmR[%-’-lJV = ZmR L2+3

j V2 = Ov2,

= 2,86 kg'm® mit der Hantelmasse m = 1 kg und

M

@

M

¢) Beim schiefen Wurf bleibt die Horizontalkomponente der Geschwindigkeit erhalten: v = vg, = Vg-cos(a) = 2,61 m D
S

d) Die Energiebilanz Eyansg + Erots + Epots = Etransc + Erotc + Eporc Vereinfacht sich wegen E;qg = Erorc zU
2 2

Etrans + Epote = Eransc + Epotc < Ye =Ya + BZQ € =1,49m

. . . m
e) Wieder wegen E o = Erop 9ilt Eqansg + Epots = Eransp Und damit vp = a?vé +2-9g-hgy =7,10 ?

@

@

f) Die potentielle Energie bleibt gleich. Die Translationsenergie und damit die Geschwindigkeit wird aber groRer, weil die
Rotationsenergie auf dem Anstieg von T nach B kleiner geworden ist und dann in der Luft auf dem Weg nach D
unveréndert bleibt. Die zwischen T und B verlorene Rotationsenergie wird beim freien Fall in der Luft in zusétzlicher

Translationsenergie umgewandelt.

@



