1.7. Skalarprodukt und Vektorprodukt

1.7.1. Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren erhdlt man, indem man die jeweiligen Komponenten multipliziert
und anschlieBend addiert:

4 by
a*b= a, | * b2 = a1~b1 + az'bz + agbg.
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Winkelberechnung mit dem Skalarprodukt
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist das Produkt ihrer Langen mit dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels:

a*b=|allb |-cos(y)
Das Skalarprodukt ist also das Produkt aus dem Betrag von a mit dem Betrag der Komponente von b in Richtung von a:
b wird auf a projiziert und dann multipliziert.

Die wichtigste Anwendung in der Mechanik ist die Arbeit:

Arbeit = Kraft in Wegrichtung mal Weg
W = Fxs =F-s-cos(y)

If; +COS(™
Insbesondere gilt ()

a*b = | a || b | & und b sind parallel (y = 0° bzw. maximale Wirkung der Kraft in Wegrichtung)

a
a*xb=0 & a und b sind orthogonal (y = 90° bzw. die Kraft hat keine Wirkung in Wegrichtung)
Aufgabe 1
1 2 2] (1) (1 3 1 1
Berechne die Produkte | —1{*| 1 |, [—=3|*|1|, |2|*[{ O |und | a |*|-2].
3 =3/ 1 1) 11 (3) (-1 a2 1
Aufgabe 2
1 -2 1 3a
Bestimme die L&nge und den Einheitsvektor der Vektoren a = [1|, b =| 1 [, c=t|2|undd =| 0
1 -1 2 4a
Aufgabe 3
Berechne die Seitenldngen, die Innenwinkel und den Flacheninhalt des Dreieckes ABC mit Hilfe des Skalarproduktes.
a) A(2|3/0), B(—1]10|—4) und C(-21]017) b) A(8]0/0), B(=6|0|7) und C(6|15|—4)




1.7.2. Das Vektorprodukt

Mit Hilfe des Vektorproduktes lassen sich orthogonale Vektoren und Fldchen einfach berechnen. Das Vektorprodukt selbst ist
etwas gewohnungsbedirftig. Die Beweise seiner Eigenschaften sind entsprechend untbersichtlich und daher hier nicht
angegeben.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren erhdlt man, indem man die jeweils anderen Komponenten kreuzweise multipliziert und
addiert:

a by a b3 —bjag
axXb=ja,| x|b,| =|—(ab; —bjaz)|.
az by ab, —bja,

-

Achtung: Das Vektorprodukt ist antikommutativ: a x b =—b x a. Die Distributiv- und Assoziativgesetze sind weiterhin
gultig.

Fléachenberechnungen und Normalenvektoren mit dem Vektorprodukt
Der Vektor a x b steht senkrecht auf der von a und Baufgespannten Ebene.

a xb L.
SeinBetrag |a x b |=|a || b |-sin(y) ist gleich der Fléche Flache |a x b |
desvon a und b aufgespannten Parallelogramms. :...-'"'Hdhe | b |-sin(y)
) ~
Der Betrag des Vektorproduktes ist also das Produkt aus a -

- dem Betrag von a mit

- dem Betrag der Komponente von b senkrechtzu a. (Ho6he)

Die wichtigsten Anwendungen in der Mechanik sind:

Tangentialgeschwindigkeit = Radius mal Winkelgeschwindigkeit

VT = Ir*w

Drehmoment= Radius (Hebelarm) mal (Hebel-)kraft senkrecht zum Radius
M =rxF
M = r-F-sin(y)

Inshesondere gilt

laxb|=| alb| < a und b sind orthogonal (y = 0° bzw. maximale Hebelwirkung der Kraft)
laxb|=0 ¢ a und b sind parallel (y = 90° bzw. keine Hebelwirkung der Kraft)
Aufgabe 4
1 2 2 4 1 3 1 1
Berechne die Produkte |1 x| 1 |, |—-3|X|—6],|2|x| 0 | und | a | X|1]|.
3 -3 1 2 3 -1 a2 1
Aufgabe 5
Bestimme jeweils die Flacheninhalte und die beiden moglichen Normaleneinheitsvektoren der Dreiecke aus Aufgabe 3.
0) (0] (-2 a—a’
Lésungen 1: —8; 0; 0 und (1 — a)® Ldsungen 2: \/5; \/Es; 3tund 5a; Losungen 4: |9]; [0f; | 10 | und a?-1
3/ |0) |-6 l1-a
Losungen 3 und 5:
1
a) AB =474, BC = +3-74, CA = J74,a=120°, p=y=30°, A= %-B_C-_B-sin(ﬁ)= 3T 3 FE: s = iﬁ 1
2 3 1
3
b) AB =745, BC=7+10-/74, CA =7+5,0=90°, B=y=45°, A= %~A_B~C_A =122,5FE; ny, = i% 2
6




