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Einleitung

Nach dem Riemannsche Umordnungssatz lasst sich eine bedingt konvergent Reihe reeller Zahlen so um-
ordnen, dass die Partialsummen gegen jede beliebige reelle Zahl konvergieren. Da die Partialsummen
einer bedingt konvergenten Reihe zwar beliebig grofl werden, die Betrdge der Summanden aber gegen
Null konvergieren, kann man eine Umordnung konstruieren, die eine beliebige reelle Zahl approximiert.
Die Verallgemeinerung auf endlichdimensionale Banachraume und insbesondere die komplexen Zahlen
und den R™ gelang 1905 P. Lévy [4] bzw. 1913 E. Steinitz [7]. Der elementare und sehr aufwendige
Beweis wurde von W. Gross [2], I. Halperin [3] und P. Rosenthal [5] vereinfacht. Der mehr topologisch
motivierte aber ebenfalls konstruktive Ansatz von T. Banakh [1] aus dem Jahr 2017 verkiirzt den
Beweis deutlich.

Nach einem ersten Abschnitt mit bekannten Ausssagen zu bedingt und absolut konvergenten Reihen
wird im zweiten Abschnitt der Beweis des ersten Teils des Satzes von Lévy-Steinitz nach P. Rosenthal
behandelt: Die durch Umordnung moglichen Grenzwerte einer bedingt konvergenten Vektorreihe bilden
einen affiner Unterraum. Der Beweis enthélt Ergebnisse zur Umordnung endlicher Vektorketten, die
auch fiir sich von Interesse sind. Im dritten Abschnitt wird der Beweis des Satzes von Lévy-Steinitz
einnschliellich der Aussagen zur Lage des affinen Unterraums nach T. Banakh dargestellt.

1 Absolute und bedingte Konvergenz

1.1 Absolute Konvergenz von Vektorsummen: Sind die Partialsummen einer Vektorfolge (v;);cy
mit v; € R"™ absolut konvergent mit 3,y |v;| < 0o, so ist der Grenzwert 37,y v,(;) = v unabhéngig
von der Permutation p.

Beweis: Fiir jedes € > 0 und jede Permutation p : N — N gibt es ein iy € N mit >, [|vi|| < € und fiir
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Schritt die endliche Summe } o ;<;, vp(;) so umgeordnet, dass die ,grofen® vy mit p(j) = i fir
0 <4 < ip zu Beginn stehen und sich mit den entsprechenden ,grofen” Summanden in > o;<;, vi
aufheben. Die iibrigen ,kleinen® Summanden v;mit i > ip und wvy(;) mit p(j) > 4o heben sich nicht
gegenseitig auf, lassen sich aber wegen der absoluten Konvergenz durch jeweils € abschétzen.

+ 2¢ < 4e. Dabei wurde im vorletzten

1.2 Bedingte Konvergenz von Zahlensummen und Riemannschen Umordnungssatz: Sind
die Partialsummen einer Zahlenfolge (;), .y mit 2; € R bedingt konvergent mit >,y z; < 0o, aber
> ien |Ti| = 00, so gibt es fiir jedes x € R eine Permutation p: N — N mit 37y 7,3y = 2.

Beweis: Wegen |z;| = z; +z; und z; = 2] —z; sind die Reihen der Positivteile z;" = 1 (|z;| + 2;) =
= DieNT; =
-/

+

max {z;;0} und der Negativteile z; = 3 (|2;| — ;) = min {z;;0} divergent: 3 ;cy 7;

Y
oo. Fiir 0.B.d.A. £ > 0 und n > 1 definiere zunéchst ig = jo = 0 und 4; = min {z’l >1:> a;f > v}
i=1
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i1 1

sowie j; = min { ji=>1:3 j— > < x} Anschliefend setzt man die Umordnung induktiv fort
i=1 j=1

mit

n—1 [ fmt1 Jm+1 iy
. _ . -/ . + — +
Iptl = MINK 4y q = 0y E E T, — E x; + E T Zx
m=0 \i=ipm+1 J=jm+1 i=in+1
sowie

n 41 j;nJrl
Jn+1 = min j;+12jn32 Z af — Z Tj | =2

m=0 \i=inm+1 F=im—+1

Fiir die neugeordneten Partialsummen gilt

1=tm—1+1 J=Jm-1+1

< max {x:;, a:;n}

Da wegen der Konvergenz der Gesamtreihe lim |z;| = 0, folgt daraus die Behauptung.
1— 00

1.3 Korollar: Jeder affine Unterraum v +I" des R” mit v € R” und einem Untervektorraum I' C R"
lasst sich als Menge ¥ der Grenzwerte der Partialsummen ),y vy ;) aller moglichen Permutationen
p: N = N einer Folge (v;);cy C R™ von Vektoren darstellen, denn nach dem Riemannschen Umord-
nungssatz gibt es fiir jedes 1 < j < m eine Permutation p; : N — N der Folge (2;);cy mit z; = ﬂ,

7
S0 dass D ien Tp; (i) = Tj-

2 Umordnung von Vektorsummen

2.1 Eingrenzung von Polygonen: Fiir jede endliche geschlossene Vektorkette (v;),.; C R"
m

fir 7 = {1;...;m} mit 3° v; = 0 und Betrégen [v;[| <1,i € I gibt es eine Permutation p : I — I mit

=1
<(C,mitC;=1und C, < \/40721_1 + 1.

Beweis durch Induktion iiber n: Fiir n = 1 und 0.B.d.A v; > 0 wihle die folgenden vy, 2y, vy(3), ... <
0, bis die Summe im Bereich —1 < v1 +vp(2) + vp3) + ... < 0 liegt. AnschlieBend wihle wieder positive
Up(s)» bis die Summe wieder im poitiven Bereich liegt, usw., bis alle m Vektoren verbraucht sind. Wegen
lvi]] <1 kann man die v,,;) so wihlen, dass die Sume die Bereich [—1; 1] nicht verldsst, womit sich die
Behauptung mit C; = 1 ergibt. Fiir n > 1 wiihle unter den 2™~ ! méglichen Kombinationen die Summe
v =101 +u + ... + us mit {uq;...;us} C {v2;...; v} und maximaler Lénge ||v||. Man betrachtet den

p(1) =1, so dass Vj € I gilt

J
l; Up(i)

Vektor v als positive Bezugsrichtung und zeigt zunéchst mit Hife des inneren Produktes (...,...),
dass die vy, uq, ..., us in Richtung v ,d.h. (v1,v), (u;,v) > 0, und die tibrigen Vektoren {wq;...;w} :=
{vo; s um} \ {urs .. sus} mit 1 + s+t =m und v = —w; — ... —w; in Richtung —v, d.h.(w;,v) <0,

orientiert sind:
Angenommen, (vy,v) < 0, dann wére [[v; + wy + wg + .|| > <(v1 +wy + we + ...), ﬁ> = —luw)
||lv]] > ||v|| und damit vy + w; + wa + ... eine langere Vektorkette als L.

Angenommen, (u;,v) < 0, dann wére ||v — u;|| > <(v —ui),ﬁ> = % + |lv|| > ||v|| und damit
v — u; eine langere Vektorkette als L.

Angenommen, (w;,v) > 0, dann wére ||v 4+ w;|| > <(v+wj),”%”> = (wpv) |v|| > ||v]| und damit

o]l
v + w; eine langere Vektorkette als L.

Sei nun v’ 1= u — <u, ﬁ> H%H die Komponente des Vektors v in dem n — 1-dimensionalen Unterraum

{v}* = {u eR™: <u, HZ—H> = 0} orthogonal zu {v} := {u eR™: <u, ﬁ> = u} Wegen v' = v} +uf +
o+ ul, = —w)] — ... —w; = 0 gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Permutation ¢ auf {1;...; s},



J
v+ 21 u;(i) < Cp—1 und eine Permutation r auf {1;...;¢} mit ¢(1) = 1,
1=

so dass V1 < j < s gilt

J
so dass V1 < j < ¢t gilt || Y w;(i) < Cp-1. Die durch g bzw. r vorgegebene Reihenfolge der wu;
i=1

bzw. w,;) gewéhrleistet, dass die Vektorketten beliebiger Lénge orthogonal zu v nicht linger als
Ch—1 werden. Man sucht nun analog zum Beweis fiir n = 1 passende Teilketten abwechselnd aus
den wug(;) bzw. wy,(;) so heraus, dass auch ihre Lingen parallel zu v nicht ldnger als 1 werden: Man

beginnt in positiver Richtung mit v; mit 0 < <vl, ﬁ> < 1 und findet wegen <wj, ﬁ> < 1 bzw.

t t1
v\ i — v Lo :
]El <wj, Hv||> = |lvll ein 1 < ¢; <t ,s0dass —1 < <v1, ”U”>+ Zgl <wr(l), ”v”> < 0. Anschlieflend
t1 S1
sucht man ein 1 < s; < s, s0dass 0 < <vl, ol > + Z; <wT(z), HUH>+ l; <uq(z), ”v”> < 1. Als néchstes
k ieder ci < < (o, )+ 3 TS v 3
ommt wieder ein t; < ty < ¢, so dass —1 < <v1, W> + El <wr(i), W> + Z; <uq(i), W> + i:tzlz‘f'l

<wr(i),”2—”> < 0, usw., bis alle ug; bzw. w,(;) verbraucht sind. Die gesuchte Anordnung ist also
V13 We(1) s -oes Wr(ty) s Ug(1)s -5 Ug(sy) > Wr(t141)s -+ Wr(ts)s ) Die Lange der Vektorkette in Richtung v ist

héchstens 1 und orthogonal dazu in Richtung v+ fiir die Uq(s) bzw. wy(;) hochstens Cp—1 + Cp_1.

Insgesamt gilt also Cy, < ,/4C2_; + 1.

m
2.2 Korollar: Fiir jede endliche Vektorkette (v;),c; C R" mit I = {1;..;m} und |3 v;|| < €
i=1
sowie Betrigen ||v;|| < €,i € I gibt es eine Permutation p : I — I mit p(1) = 1, so dass Vj € I
J m
gilt || >° vpi|| < €(Cn+ 1), denn die v; lassen sich durch vy, 41 := — >° v; zu einer geschlossenen
i=1 i=1
J
Vektorkette geméafl 2.1 ergénzen, so dass Zgl Upi)|| < €Cpn und damit 1§<j Vp)|| < €Cn + €.
p(i)#m+1

2.3 Korollar: Fiir jede endliche Vektorkette (v;),.; C R" mit I = {1;...;m} und Betrégen ||v;|| <
€,i € I sowie jedes 0 <t < 1 gibt es eine Permutation p: I — I mit p(1) =1, und ein j € I , so dass

m
<6/Cr +1mitv:i=3 v; .

=1

J
21 vp(i) —tv

J
Beweis: Sei zundchst n = 1 und 0.B.d.A v > 0 sowie 1 < j < m der kleinste Index mit  v; —tv > 0,

=1
Jj=1 J
dann ist ) v; —tv < 0 und wegen v; < € folgt v; — tv| < €, womit die Behauptung fiir Cy := 0
i=1 i=1

erfiillt ist. Im Fall n > 1 betrachtet man wie im Beweis zu 20.4 die Projektionen v} := v; — (vi, ”z—”) ”z—”

J
auf den orthogonalen Unterraum {v} . Wegen 3" v} = v = 0 und ||v}|| < e lisst sich 2.1 anwenden
i=1
J /
Z; (i)

3 (o i) = o1l = o0 .

i=1

und liefert eine Permutation p : I — I mit p(1) = 1, so dass Vj € I gilt

die Komponenten <v¢, ”f]—”> H%H parallel zu v gilt <vz-, ||%||> < € und

J
so dass sich wie im Beweis fiir n = 1 ein j € I finden ldsst mit 21 <vp(i), —”> vl
1=

J
Differenz v}’) () —tv der beiden Vektorketten und in Richtung v ist héchstens € und orthogonal dazu
i=1

< 61/07%71 + 1.

in Richtung v+ hochstens eC,,_1. Insgesamt gilt also Up(i) — tv

1

J
1=




2.4 Umordnungssatz: Besitzt die Folge (Sp,),, > der Partialsummen Sy, = Z v; einer Folge (v;);cy C

R™ von Vektoren eine Teilfolge (Sy,, ) k>17 die gegen ein S € R” konvergiert, so lasst sich die Gesamtrei-

he durch eine Bijektion p : N — N so umordnen, dass sie gegen S konvergiert: n%gnoo HSp (m) — S H = 0.

Beweis: Man verwendet 2.2, um die zwischen den Gliedern der konvergierenden Teilfolge liegenden
Vektoren vy, 41, ..., Umy,,—1 SO umzuordnen, dass ihre Partialsummen und damit die Abweichungen

von Sp,, minimal werden: Fir 0y := ||Sy,, — S|| und € := max {0y + Opr1,sup {||v : ¢ > my}} gilt
mpy1—1 My my
> ( > v — S) — <Z v; — S) — V|| < kg1 + Ok + [Jvrs1]] < 2¢,. GemdB 20.5
i=mp+1 i=1 i=1
J
existiert eine Permutation pyvon {my + 1;...,;m — 1} mit > U] S 26 (Cr +1)Vmy +1 <
i=mp+1

Jj< mk+1 — 1. Setzt man p(m) := pg(7) fir mg + 1 <@ < mgy1 — 1 und p (my) := my sonst, so folgt
(Cp +1) — 0 und wegen ||Sp,, — S|| = 6 — 0 schliefllich die Behauptung.

H p(m) —
2.5 Satz von Lévy und Steinitz I: Die Menge ¥ der Grenzwerte der Partialsummen };cn vp()

aller moglichen Permutationen p : N — N einer gegebenen Folge (v;),cy C R™ von Vektoren ist ein
affiner Unterraum der Gestalt 3 = 3 4+ I mit einem Untervektorraum I' C R™.

Beweis: Fiir ¥ = () ist nichts zu zeigen. Sei also v € ¥ # (), dann kann 0.B.d.A. v; durch v; — v
ersetzt werden und durch diese Verschiebung der gesamten Summe erhélt man 0 € S. Es geniigt nun
zu zeigen, dass X ein Untervektorraum ist:

S1,82 € 3 = s1+82 € X : Da es drei verschiedene Anordnungen gibt, die unabhéingig von endlichen
Umordnungen gegen s;, 0 bzw. se konvergieren, existieren fiir jedes m > 1 endliche Indexmengen
{1;.5m} C LI, C Jpy C Kpyy C Ijp1 C oo mit [|[Yiep v — 51| < 27, [|[Xiey, vi — 0] < 27 und
1> ick,, vi — s2|| < 27™. Die Summe bewegt sich also auf I,,, in Richtung s1, dann auf J, \ I,,, wieder
zuriick in Richtung —s; bzw. 0 und schlielich auf K, \ J,, in Richtung so. Wenn man die Summanden
im Bereich J,, \ I, entfernt, werden die Restsummen gegen s; + s streben: Mittels einer endlichen
Permutation p : N — N lassen sich die Indexmengen I, Ji,, K, und I,,41 aufsteigend sortieren, so
dass es Indizes in, < jm < km < imt1 < ... gibt mit I, = p[{1;...;im}], Jm =P [{1;..:; jm}], usw. und

im km
Z Up(i) — S1 < i Wegen Z Up(i) — S2

m .4
i=Jjm+1

1 _
< Eund

damit

km
2 Upi) — 52
=1

<

3
pro

km
va — 89— Ev
i=1

< % folgt daraus fiir den Rest HZ Up(a) T Z vp(i) — (51 + 52)

1=Jm+

p i+ jm — im) fur i <0 < im 4 km — jm
Wenn man den hinteren Abschnitt mittels p’ (p (1)) = ¢ p (= jmu + i) BT G+ Ko — G < 7 < Kim

p(7) sonst
nach vorne in die Liicke schiebt, ergibt sich eine Partialsumme 121 Vplop(i) — (s1+s2)|| < %

und damit eine gegen s1 + so konvergierende Teilfolge, woraus nach 2.4 die Behauptung folgt.

s €Y = ts € XVt € R: Man verwendet 0.B.d.A s mit den Anordnungen aus Teil 1. und nutzt die
eben bewiesene Additivitat, um sich auf 0 < ¢ < 1 zu beschrinken und damit 2.3 anwenden zu kénnen:
Mit 6., = sup{va(i) ‘ 2=+ 1,...,km} gibt es eine Permutation ¢, von {p (jm +1),....,0 (kn)},

ko, km km,
so dass > Ugmp@) —t 22 Up@|| < Om C2_, +1. Wegen Do Uy —ts2f| < % und
1=Jm+1 1=jm+1 1=Jm+1

Jm
> Upiy || < % folgt
=1

Jm km

) oy — 2 3
igl Up(i) T i:jzmjﬂ Vg (p(3)) tSQH < Omy/Ch_y + 1+ =. Aus der Annahme X # ()
folgt mli_r}rloodm = 0, so dass die Teilfolge der so umgeordneten Partialsummen gegen tso konvergiert und
aus 2.4 folgt wieder die Behauptung.

5 € > = —s € X: Man verwendet wieder so mit den Anordnungen aus Teil 1. und betrachtet

Jm+1 Jm Jm+1 km
Z vt o vt~ ()| =0 it 2t~ L v — 52 || < e Anas




log zu 1. lasst sich durch die Riickverschiebung der letzten j,,+1 — (kp + 1) Glieder eine gegen —so
konvergierende Teilfolge von Partialsummen bilden, so dass sich mit 2.4 erneut die Behauptung ergibt.

3 Mogliche Summen bedingt konvergenter Vektorreihen

3.1 Komponentenweise bedingte Konvergenz: Eine Reihe ) ;cyv; mit v; € R™ heifit bedingt

konvergent, wenn es eine Permutation p : N — N gibt mit HzieN Up(i)|| < oo und komponen-

tenweise bedingt konvergent, wenn die Summen },; .y (v;, w) der Projektionen in alle Richtungen
w € R™ und insbesondere die Summen ),y v;; der Komponenten v;; = (v;,e;) bedingt konver-
gent sind. Aufgrund der (Sesqui-)Linearitdt des Skalarproduktes und der Schwarz-Ungleichung gilt
m m m

5 | =|((£ ) )| < [
1= 1= 1=
reihe ist insbesondere komponentenweise bedingt konvergent.

< - JJw|| fur alle m € N, d.h., eine bedingt konvergente Vektor-

3.2 Folge der Summanden: Fiir eine komponentenweise bedingt konvergente Reihe ),y v; kon-
vergiert die Folge der Summanden gegen Null: lim ||v;|| = 0.
1—00

Beweis: Angenommen, es gibt ein € > 0, so dass die Menge E = {n € N: ||v;]| > €} unendlich ist,

und die Folge (”— C S auf der kompakten Menge S einen Haufungspunkt v, besitzt mit

i
lvill /e E

einem ng € N, so dass H”z—z” —UOOH < § fiir alle i > ng. Dann gilt [(vi, ve0)| = [Jvi| - ’<ﬁ,vw>‘ =

loall - | { g voo = i) + (i )| = € (1 = §) = § fiir alle i € E, so dass die Reibe Yey (vi, voc)
nicht in eine konvergente Reihe umgeordnet werden kann im Widerspruch zur Voraussetzung der

komponentenweise bedingten Konvergenz.

3.3 Divergenzpunkte und absolute Konvergenz: Ein Punkt z € S = {z € R": ||z|| = 1} heif}t
”i| € U} fiir jede Umgebung

(o
U C S von x unendlich ist und die Teilfolge };cn,, [Jvil] = oo diverg‘iler‘t. Die Menge D C S aller
Divergenzrichtungen einer bedingt konvergenten Reihe ist nach Definition abgeschlossen in S und
als Teilmenge der kompakten und insbesondere abgschlossenen Einheitsspire S auch abgeschlossen
in R”. Im Fall D = ) gibt es eine endliche Uberdeckung U offener Mengen U C S, fiir die jeweils
Yieny llvill < oo und folglich 3% [|vill < Y pey Xieny [lvill < 00, d-h., absolute Konvergenz mit

F=R" It =0und ¥ = {v} fiir v =3 ,;cnvi-

3.4 Konvexe Hiille der Divergenzpunkte: Im Fall D # () enthilt die konvexe Hiille co(D) =
m m

{ Notprk > tg=1,t,€[0;1], 2, € D, 0< k <m,mE¢€ N} den Koordinatenursprung, denn ansons-
k=0 k=0

Divergenzpunkt der Reihe ),y v;, wenn die Menge Ny := {z eN:

ten existiert nach dem Satz von Hahn-Banach ([6, Th 3.4]) ein w € R" und ein € > 0 mit (x,w) >
eVx € co(D) sowie wegen der Stetigkeit des linearen Funktionals (..., w) : R" — R auch eine Umge-

bung U € U(x) mit (z,w) > §Vx € U, so dass Y ey <vp(i), w> fiir keine Permutation p konvergieren
kann im Gegensatz zur Annahme der komponentenweisen bedingten Konvergenz von ),y v;-

3.5 Konvexe Hiille der minimalen Divergenzpunkte: Die minima-

le Teilmenge Dy C D mit 0 € co(Dy) ist affin unabhéngig und besteht
daher aus hochstens n + 1 Punkten, denn im Fall Dy = {zg,...,zn41}
ist der Kern KerA = {t = (t1;...;tp+1) € R"™ : A(t) =0} der linea-

n+1 n+1 .
ren Abbildung A : R*™' — R" mit A(t) = tpep Aty = 1— Y, |Konvexe Hille.pdf
k=0 k=1

tp fir zg,...,xpy1 € D C R” ein mindestens eindimensionaler und
héchstns (n + 1)-dimensionaler Unterraum des R™*! in der Form KerA =

n+1
{t eR"™ i t=a+ 3 s.b, 1,0y Sn+1 € R} mit ¢ € R und linear un-
r=1

abhingigen by, ...,b,41 € R™! sowie by # 0, der wegen 3.4 den Definiti-
onsbereich [0;1]"2 der konvexen Hiille und fiir jedes 0 < j < n + 1 mit

(€j,br) # 0 seinen Rand {(to, rtay1) €[0; 1230 < <n41:t; = 0} schneidet. Dabei kann

5



man sich das Urbild A~![co (Dy)] der konvexen Hiille als mindestens eindimensionale und héchstns
(n 4+ 1)-dimensionale Hyperfliche vorstellen, die durch den Schnitt der (n + 1)-dimensionalen Hy-

n+1
perebene {t = (to;..itns1) ERM2:3 ¢ = 1} mit dem Einheitswiirfel [0;1)"*? entsteht. An jedem
k=0

dieser DurchstoSpunkte ist mindestens ein t; = 0 und 0 = S tpxg A oty = 1 er-
0<k<n+1 0<k<n+1
k] K

fullt, d.h., 0 € co(Dg \ {z;}). Die minimale konvexe Hiille enthélt damit sogar eine offene Um-
gebung des Ursprungs: 0 € U C co (Dy) fiir ein U € U(0), denn falls der Ursprung auf dem Rand

m
{kz_:l trep €co(Dp) : 1 <j<n+1:t;= 0} liegt, konnte wieder der entsprechende Divergenzpunkt

x; entfernt werden, d.h. 0 € co(Dg \ {z;}) im Widerspruch zum minimalen Charakter von Dy.

m
3.6 Lineare Hiille der minimalen Divergenzpunkte: Sei X, = {Z thp @ X1y, T € D[)}
k=1

m
die lineare Hiille von Dy = {z1;...;xy,} mit der Projektion pry : R” — Xj, wobei pro(v) =5
k=1
<v, ”i—:”> % und X; = Xy = {y € R": (x,y) = OVz € Xy} das orthogonale Komplement mit

n
der entsprechenden Projektion pr; : R — X, wobei pri(v) = > <v x—’“> ”ka fir die Ba-
k

Ml
=m+1
sis {Zm11;..;2n} von Dg. Dann gibt es eine Teilmenge © C N mit >0 |lpry (v;)| < oo und
>icanny |lvill = oo fiir jede Umgebung U C S aller xy, € Dy

Beweis: Fiir jedes n € N und v € B, := By-n(z) C S gilt ||pr; (v)]| = ||pr; (v —z) + pr; (2)| =
pry (v — ) + 0] < |lv — 2| < 27". Fiir jedes a3, € Dy C D ist Np, unendlich und 37y, |lvil| = oo
Daher und nach 3.2 gibt es eine endliche Teilmenge F,, C Np, mit n < >, p [|vs| < n + 1. Fiir

Ok = Unex Fu gilt dann Cico, [pr1 (v € nen Tier, 11 (0 = Tnen Tier, [ors (7)ol <

Y neN ”;,21 < oo und fiir 2 = U Oy, folglich die erste Behauptung. Fiir eine beliebige Umgebung U C S

von x € Dy gibt es ein n € N mlt By—n (zx) C U und damit F,,, C Np, C Ny fur alle m > n, so dass

>icanng llvill = ZzeU E ||vi|l| > supm = oo, womit die zweite Behauptung gezeigt ist.
m m2>n

3.7 Niaherung der linearen Hiille der minimalen Divergenzpunkte: Es gibt eine positive
Konstante C, so dass fiir x € Xp, € > 0 und jede endliche Teilmenge F' C {2 eine weitere endliche
Teilmenge £ C Q\ F existiert mit ||z — > ;cpvi| < € und ||Y;cp vil] < C - max {||z||, e} fir alle
E' CE.

Beweis: Nach 3.5 gibt es ein § < 3 mit Bs(0) C co (Do) und B (z;) N Bs (;) = 0Vx;, z; € Dy. Seien
z € X, € < ¢ und die endliche Teilmenge F' C €2 gegeben. Fiir ¢ = émaX{HxH e} folgt £ € B5(0) C
co (Dg) und damit x = Z ctrpxy fur o1, ..., Tm € Do und 0 < ¢, < 1 mit Z tr = 1. Auf der spharischen
Kreisscheibe Sy, = Bs (xk) NS gilt zunéchst z,y € S = (z,y) = (x, 93) + (t,y—z) >1— |z —y| >
1—26 > 1, woraus fiir den zugehérigen Richtungskegel S, = {t-z : z € Si,t > 0} die Abschiitzung
v,y € Sp = e+l > (x+v.p5p) = lall + loll (g %) = llzll + 3 llyl] folgt. Nach 3.6 sind die
Mengen €, := {z eQ: ”Z—ZH € Sk} = {z €eQ:v € Sk} fir 1 < k < m unendlich und ;¢ [vil >
> icqunny llvill = oo. Da wegen (v;);cq, C Sy auch >ieq, Vi € S, und auBerdem l_i)m lvill = 0 gilt,

7 o

lasst sich fiir eine gegebene endliche Teilmenge F' C €2 eine weitere endliche Teilmenge Ej C Q. \ F
finden, so dass s = ZzeEk v;i € S und ¢ -ty — 55 < |[sg|| < ¢ tg. Damit folgt [|sp — ¢ tpay| <

HHSkH —C'tk ‘—FHC tk

—IL’kH < ﬁ—FC‘tk-QLC

m
<X
k=1

ToeT ||sZ|| = - tyan| = Mllsill = e tull +e-ti |

m
und fiir die endliche Teilmenge F = U Ey, C Q\F folgt ||>;cpvi — || = HzieE vi— Y C-tgxg
et k=1

Sk
[kl

szeEk v — C- thkH <Z (5 +Cth-5:) =5 <1—|— 1}21 tk) =

<

Fir die zweite Behauptung sei E/ C E und Ej := E N Ej. Dann ist ZieE; v; € Sk mit HZiEE;’c v;




HZZEEk (&

m
C - max {||z||, €} mit C := %+ sup {’ > tkyk
k=1

< ety < ¢ also Yiep vi =1y mit y € S und 0 <t < ¢, so dass 1 icp vil| <c-6-C =

10 <tp <1,yr € Bs (x1) , x4, GDO}-

3.8 Die Richtungen absoluter Konvergenz sind orthogonal zur linearen Hiille der Diver-
genzpunkte: I' = {y € R" : 32 ;e [(y, vi)| < oo} = {y € X1 : Xjen [(y, pry (v3))] < o0} =T

Beweis: C: Angenommen, 3y € I'\ X; , dann existiert insbesondere ein z; € Dy mit (y,xg) # 0
und die Menge Ny := {z eN: ”Z—z” € U} fir die offene Umgebung U = {z € S : |(y, )| > [(y, zk)|}
von y ist unendlich und 37,cn, [lvil| = oo. Damit folgt aber [(y,vi)| > |lvil - [{y, zx)|Vi € Ny und
folglich 3 ;cn, [{y,vi)| = oo im Widerspruch zur Auswahl von y. D: Fiir y € Xy ist (y,pry (v;)) =
(y,vi) — (y,prg (vi)) = (y,vi) — 0 = (y, v;), woraus sich die Behauptung ergibt.

3.9 Satz von Lévy und Steinitz II: Die Menge ¥ aller moglichen Summen } ey vy;) zu den
Permutationen p : N — N einer Folge (v;);cy C R™ von Vektoren ist ein affiner Unterraum: ¥ = S4+I,
wobei der Untervektorraum I' = {y € R™ : 3",y |(y, v5)| < oo} die Richtungen absoluter Konvergenz
und I't = {z € R" : (y,2) = 0Vy € I'} das orthogonale Komplement zu I" beschreiben. Dabei gilt ¥ # ()
genau dann, wenn ) .y v; komponentenweise bedingt konvergent ist. Im Fall absoluter Konvergenz
mit Yo [lvil| < 00 ist ¥ = {v} mit v =3 ,cyv; sowie I' = R™und folglich 't = 0.

Beweis durch Induktion nach n: Aus der komponentenweise bedingten Konvergenz von »;y v;
in R" folgt nach 3.8 die komponentenweise bedingte Konvergenz von 3 ;. prq (v;) im Hilbertraum
X1 ~ R™ mit der Dimension m < n, falls keine absolute Konvergenz vorliegt. (vgl. 3.3). Nach einem
geeigneten Basiswechsel kann die Induktionsannahme auf },cy pry (v;) angewandt werden, so dass die
Menge )1 aller moglichen Summen } 7, pry (Up(i)) die Struktur X1 = X1 + I‘f‘ NX, =2 4+I*+tnXx;,
besitzt, denn nach 3.8 gilt I'y =T' = {y € R™ : 3",y [y, vi)| < oo}. Man kann nun zeigen, dass fir die
Menge X aller moglichen Summen oy v, gilt X = ¥ + (I‘l N Xl) ® Xo =21 +TI'*, wobei die

Gleichung (FL N X1) ® Xo = I't mit Hilfe der Zerlegung x = prq (x) + pry (x) sowie der Beziehung

I' C X eingesehen werden kann. Die Inklusion ¥ C ¥ + (1“L N Xl) @ Xy ergibt sich trivialerweise
aus der Zerlegung R" = Xy ¢ X;. Fir die Umkehrung ist zu zeigen, dass fiir jedes z € Xy und
y € ¥ eine Permutation p von N existiert mit > ,cyv,;) = 2 + y. Die gewiinschte Permutation p
wird zweckméBigerweise durch eine Wohlordnung < auf N geméf} p(i) = max< [0; 4] definiert, so dass
p(i) <p(j) i< jund ZfeN v; = x +y, d.h., fiir jedes € > 0 existiert ein k € N, so dass fiir alle j = k

gilt szj v — (x + y)H < €. Nach Induktionsannahme gibt es eine eine Permutation p von N mit

> ieN Pry (Up(z-)> = y und damit wie eben beschrieben eine Wohlordnung <; auf N und insbesondere
<1

auf A = N\ Q mit i <1 j < p(i) < p(j). Damit erhélt man bereits >-3'\ pry (v;i) + > ;cq Pry (vi) = ¥.
Auf Q ist der Grenzwert der absolut konvergenten Teilreihe ", pry (v;) € X1 unabhéngig von
der Permutation bzw. Wohlordnung und erlaubt daher weitere Anpassung der Wohlordnung =<
auf €0, so dass die endgiiltige Wohlordnung < auf N = Q U A auf A mit < iibereinstimmt und wie
bisher Y% pry (v;) = y gilt sowie zusitzlich 7 pro (v;) = . Dazu konstruiert man induktiv die
absteigenden wohlgeordneten Mengenfolgen (Ay; <) ey und (€2 <)oy Sowie eine aufsteigende Folge
(Fk)pen mit den folgenden Eigenschaften fiir k£ € N:

Lo Agpr = Ag \ {min Ay}
2. Qk+1 C Qp \ {min Qk}
3. Fyp1=FrU {minAk} U (Qk \ Qk+1)

< 27k

e~

Hl“ - ZieFIH_l pro (vi)

5. VE C Frp1 \ Fr : |Xicpuil < C - (2"“ + || vmin A, + leiﬂQkH)‘

Nach 3.7 lisst sich eine endliche Menge Fy C Q finden mit ||z — Y ;e pro (vi)|| < ||z — Yier, vil| < 1.
Damit definiert man Qo = Q\ Fp und Ao = A = N\ Q. Fiir breits konstruierte Fy, Q, Ay sei a, := x —

PTyp (vminAk + Umin Q, + Zz’eFk vi) € XO mit HakH < Hm - ZieFk Pro (Uz) + vainAk + UmianH < 2_k+
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| Umin A, + Vmin gy, || wegen 4. Mit 3.7 lisst sich eine endliche Teilmenge Ej, C Q4 \ Fj, U{min Q;} finden
ak — ek, Vil < 27%=1 und fiir jede Teilmenge E C Ej, gilt ||>;cp vi|| < C-max {2_1"_1; HakH} <
C - (2_”C + || Vmin A, —l—vmianH). Definiere nun Fyy1 := Fy U Ej U {min Ag;min Qx}, Qpiq = Q \
(Er U {min Q}) und Ay = Ap \ {min Ay }. Auf U,y £ = N wird nun die angpasste Fortsetzung <

der Wohlordnung <1 defniert miti < j < 3k € N:i € FyAj ¢ F). Aufgrund der absoluten Konvergenz
von Y ;cqpry (v;) undabhéngig von der Ordnung gilt nach wie vor ZfeN pr; (v;) = Zje A DIy (V) +

mit

Zfefl pr; (v;) = y. Wegen 4. und 5. sowie 3.2 gilt nun aber zusitzlich >3 sen Pro (vi) = @, womit
x4y € ¥ bewiesen ist. Die Behauptung ergibt sich nun aus ¥ +I't = (Xo @ X;) + (Xo @ Ff) =

Xo@(zl-i-rf):Xo@El:E.

3.10 Beispiel: Das erste Beispiel zeigt, dass die Mengen Xy C I't bzw. I' C X nicht zusammen-
-—0,5

fallen miissen: Fiir Reihe ) ,cyv; mit v; = (—1)i (’ 1 ) ist Yien [y, vi)] = o0 wa. fir y = (9),
aber der einzige Divergenzpunkt ist x = lim zH = ({)- In diesem Fall ist Xo = {(§):z € R},

i—00
X1 ={()):yeR}, T ={(3)} und I'" = R% Die Menge der méglichen Summen bzw. Grenzwerte
ist ¥ = ¥ + 't = R2. Auch orthogonal zur linearen Hiille Xy der Divergenzpunkte kénnen also Di-
vergenzrichtungen liegen, d.h., der Vektorraum I' der Richtungen absoluter Konvergenz ist i.A. eine
echte Teilmenge von Xj.

3.11 Beispiel: Das zweite Beispiel zeigt, dass die Mengen Dy C D bzw. I' C X7 nicht zusammenfallen

sind die Divergenzrichtungen identisch mit dem

O
N——

miissen: Fiir die Reihe ) ;. v; in R3 mit v; = (7) (

Einheitskreis in der z-y-Ebene: D = {(%) st 4 y? = 1}. Eine minimale Teilmenge, deren konvexe
. I 1 -1 ) 1-2t
Hiille deI; Ursprung enthélt, ist z.B. Dy = {(8) ,( 0 )} mit ((:)o (Do) = {( 0 ) 0<t< 1} und
X = {(0) tx € R}. Das orthogonale Komplement ist X; = {(y) 1Y,z € R}. Offensichtlich ist aber
z
{( ) z € R} und die Menge der moglichen Summen bzw. Grenzwerte ist ¥ = ¥ + 't =

I =
{(%) T,y € R} In diesem Fall gilt also X = I't.
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