4.4, Potenzfunktionen

Definition: Eine Funktion der Form f(x) =x¢ mit z € Z\{0; 1} heiRt Potenzfunktion.

4.4.1. Potenzfunktionen mit positiven Exponenten (Parabeln)
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Satz

Eine Potenzfunktion mijeraden (ungeradenxponenten ist eingerade (ungerade)unktion.

Beweis:

Sei f(x) = ex" mit n gerade, dann ist n durch 2 teilbar, d.hs,2m und f(-x) = €—x)*" = x*™ = ex" = f(x
andererseits n ungerade, dann ist n — 1 durchi@ated.h., n = 2m + 1 und f(-x) =(ex)*™ " ' = ¢(-x*"
—ex?M* = —ex" = —f(x).
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Eigenschaften der Potenzfunktionen

Symmetrie:

Eine Funktion f heil3t

gerade bzw. achsensymmetrisch zur y-Achse, falls f(—%jx und
ungeradebzw. punktsymmetrisch zum Ursprung, falls f(—x}fx)
fur alle xe D.

Beispiele

f(x) = X% ist gerade, da f(—x)

f(x) = x’ ist ungerade, da f(-x)




4.4.2. Potenzfunktionen mit negativen Exponenten (Hyperbeln)
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Asymptoten

Eine Asymptote ist eineNaherungsgerade im

Schaubild einer Funktion f: Das Schaubild kom
ihr fir betragsgrolle x oder y beliebig na

Senkrechte Asymptotemennt man aucRolstellen

Grenzwert einer Funktion flir x — + o

Eine Funktion f strebt fir x> + « gegen derGrenzwert (lat. limes) a, wenn die Funktionswerte f(x) f
gentigend kleine bzw. grol3e x beliebig nahe an did & herankommenlim f(x) = a. Das Schaubild von

besitzt dann fiir x> + o einewaagrechte Asymptotey = a.

X — oo

—_ C:

Definitions- und Wertebereiche:

=

y=X% z gerade z ungerade
E f D=R / D=R
z>0
W = [0;00] / W =R
J L D =R\(0} L D = R\{0}
z<0 _ | =
W =10;00] W = R\0}

Ubungen: Aufgaben zu Potenzfunktionen Nr.3 - 6



4.4.3. Verschiebung von Potenzfunktionen

Beispiel 1: Verschiebung der kubischen Parabel y &
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Beispiel 2: Verschiebung der Hyperbel y
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Verschiebung von Schaubildern y
Man verschiebt das Schaubild von y = f(x) ugrirk A
x-Richtung und y in y-Richtung, indem man in der /y = Yo =f(X = %)
Funktionsgleichung x durch x xind y durch y - Yo
Yo ersetzt. Das verschobene Schaubild hat dann die

Gleichung y — y = f(X — %) bzw. y = f(x = %) + Y. y =f(x)

Xo

Ubungen: Verschiebung von Potenzfunktionen N6 1 -

Die allgemeine binomische Formel (Pascalsches Drekg

(a+bf= 1

(a+by= la + 1b

(a+by= 1& + 2ab + 1b°
(a+bj= 1a’ + 3a’b + 3af + 1b°
(a+bf= 1a" + 4ab + 6a’b® + 4ab’ + 1b°

Beispiel fiur die Verschiebung einer Parabel
Gib die Gleichung der Funktion an, die man erh&énn man das Schaubild von f(x)-%x4 um ¥ = 3 nach

rechts und y = 1 nach oben verschiebt. Untersuche ihr Schaudoifid Symmetrie, Hoch- und Tiefpunkte,
Asymptoten und Grenzwerte.

LOsung:

y =f(x) | urspriingliche Funktion

y =%x4 | y durchy = 1 und x durch x — 3 ersetzen:
y-1 =f(x-23) | verschobene Funktion
y-1 =% (x - 3Yf | mit binomischer Formel ausmultiplizieren

y-1 = % [1x* + 4x3(=3) +6x*(-3)* + 4x-(-3)* + 1-(-3)"] | ausmultiplizieren

1

y-1 = 3 Ix* = 12% + 54X - 108x + 81) | ausmultiplizieren
y-1 :%x4—4x3+18>5—36x+27 | +1
1.,

y =3x - 4X + 18¥X — 36x + 28

Die verschobene Funktion hat die Gleichung y - (- 3) bzw. y :%x“ - 4% + 18¢ - 36x + 28. Ihr

Schaubild ist eine verschobene Parabel 4. Gradesythmetrisch zur Senkrechten bei x = 3 ist. DiefpLinkt
ist T(1]3). Fur x— + costrebt auch f(x) gegenct, d.h., es gibt weder Asymptoten noch Grenzwerte.

Beispiel fur die Verschiebung einer Hyperbel
Gib die Gleichung der Funktion an, die man erhéénn man das Schaubild von f(x)—=22— um % = =2 nach
X

links und y = 3 nach oben verschiebt. Untersuche ihr Schaudifd Symmetrie, Hoch- und Tiefpunkte,
Asymptoten und Grenzwerte.

LOsung:
y =f(x) | urspriingliche Funktion
y =£2 | y durch y — 3 und x durch x + 2 ersetzen:
X
y—-3 =f(x+2) | verschobene Funktion
- = 2 5 | mit binomischer Formel ausmultiplizieren
(x+2)



2

y-3 =——"— | +3
X +4x+44
:2; +3 | auf gleichen Nenner bringen
X +4x+44
_3x% +12x+ 14
X2 +4x+ 4

_3x* +12x+ 14

2
X +4x+4
verschobene Hyperbel 2. Grades, die symmetrisckenmkrechten Asymptote bei x = -2 ist. Es besiifeadem
eine waagrechte Asymptote beiy = 3|.T f(x) = 3. Hoch- oder Tiefpunkte gibt es nicht

X—T00

Die verschobene Funktion hat die Gleichung y — f8x=+ 2) bzw. y . Ihr Schaubild ist eine

Ubungen: Aufgaben zu Potenzfunktionen Nr. 7

Beispiel fir die Untersuchung einer verschobenen Pabel

Untersuche das Schaubild von f(x) £x3X + 3x — 4 auf Symmetrie, Hoch- und Tiefpunkte, Apyaten und
Grenzwerte. Gib die Gleichung der urspriinglicheteRzfunktion an, und durch welche Verschiebunges a
dieser Potenzfunktion hervorgegangen ist.

Ldsung:
y =X-3¢+3x-4 | kubische Ergénzung mit binomischer Formel
y =X-3%+3x-1+1-4|binomische Formel
y =(x-1j-4 |+4
y+3 =(x-1§ | verschobene Funktion
y+3 =f(x-1)
y =f(x)
y =X | urspriingliche Funktion

Es handelt sich um eine Parabel 3. Grades mit tEclGing y = %, die um % = 1 nach rechts undy ¥ —3 nach
unten verschoben wurde. Sie ist symmetrisch zunktFRif1]-3). Sie besitzt weder Hoch- noch Tiefpunkte und
auch keine Asymptoten

Beispiel fir die Untersuchung einer verschobenen Hperbel
x2 —6x+10
x? —6x+9
Grenzwerte. Gib die Gleichung der urspriinglicheteRzfunktion an, und durch welche Verschiebunges a
dieser Potenzfunktion hervorgegangen ist.

Untersuche das Schaubild von f(x) auf Symmetrie, Hoch- und Tiefpunkte, Asymptoterd un

Ldsung:
2 —
y :w | binomische Formel
X —6x+9
2 J—
:LX"Z:LO | quadratische Ergénzung im Zahler
(x=3)
2 _ _
=X —6x+9 5 9+10 | binomische Formel im Zahler
(x—3)
(x—3)>—9+10
= | zusammenfassen
(x=3)
Yy
= ()(3—):1 | Bruch auftrennen
(x=3)
=1+ 1 > | -1
(x—3)
-1 = 1 5 | verschobene Funktion
(x—3)
y-1 =f(x-23)
y =f(x)



y :iz | urspriingliche Funktion
X
Es handelt sich um eine Hyperbel 2. Grades mitGleichung y :iz, die um % = 3 nach rechts und) ¥ 1
X

nach oben verschoben wurde. Sie ist symmetrisclsemkrechte Asymptote bei x = 3. Aul3erdem hat isie e
waagrechte Asymptote beiy = 1: f(g 1 fiir x— + co. Sie besitzt weder Hoch- noch Tiefpunkte.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzfunktionen Nr. 8

4.4.4. Symmetrienachweis durch Verschiebung

Symmetrienachweis durch Verschiebung y
Das Schaubild von y = f(x) ist A
= symmetrisch zur Achse x = ¥, Yo \,/y: f(x)

wenn die um -x in x-Richtung zurick

verschobeneFunktion y = f(x + ¥) geradeist + v = f(x +
= symmetrisch zum Punkt P(%|Vo), Y+ Yo =0+ %)

wenn die um —xin x-Richtung und —yin y- > X

Richtung zurick verschobene Funktion Xo

y + yo = f(X + %) ungeradeist

Beispiel:

Zeige, dass das Schaubild von f(x)%:x3 - 3% + 6x — 3 symmetrisch zum Punkt P{Rist.

Ldsung
y =f(x) | urspriingliche Funktion
y =%x3— 3¢ +6x-3 | x durch x + 2 und y durch y + 1 ersetzen
y+1ly =f(x + 2) | verschobene Funktion
y+1 = % (x+2P-3(x+2f+6(x+2)-3 | mit binomischer Formel ausmultiplizieren
y+1 = % [1x +3%x%2 +3x2% +1-29 | ausmultiplizieren und nach Potenzen ordnen
=3[ +:2:2x +1-29
+6[x +2]
-3
y+1 :%xs +3x2 +6x +4 | vereinfachen
-3¢ -12x -12
+6x +12
-3
15
+1 ==x3+1 -1
y > |
1
==X
y 2

Da die um -2 in x-Richtung und -1 in y-Richtung lztk verschobene Funktiony + 1 = f(x + 2) bzw. y%:x3

ungerade und damit symmetrisch zu @{0st, muss die urspriingliche Funktion y = f(x\by = %xs -3¢+

6x — 3 symmetrisch zu P|(®) sein.

Ubungen: Aufgaben zu Potenzfunktionen Nr. 9



4.4.5. Monotonieverhalten

Definition

Das Schaubild der Funktion y = f(x) y y
heilRt im Bereich [a; b D A 4
(streng) monoton steigend f(xo) f(xo)
wenn f(x) < (<) f(xy) f(xa) f(x2)
(streng) monoton fallend ! > X .
wenn f(x) > (>) f(xy) X Xo X1 Xz
fur alle a<x; <% <b

v
x

Ubungen: Aufgaben zu Potenzfunktionen Nr. 10

4.4.6. Bestimmung von Umkehrfunktionen

Schaubilder der Wurzel- und Potenzfunktionen fir n =2 und 3 (siehe auch 1.4.1.)

x=2y | y=x
0 0
1 1
2 4
1 1
2 4
3 9

x =3y y=x
0 0
1 1
2 8
1 1
1,5 3,375
2 8

Das Ziehen der n-ten Wurzel ist dienkehrung des Potenzierens mit der Hochzahl n:

/ X \
Y =x y="x

Beispiel:

Bestimme die Funktionsgleichung und Definitionsiereler Umkehrfunktion zu f(x) = 3(x - 2§ + 5
Losung:

y =3(x-2%%5 | Vertauschung von x und y

x=3(y-2¢5 |-5
x-5 =3(y-23) |:3
%(X—S):(y—Zf |§/_mitx25undy22

3/%(x—5) =y-2 | +2
3/%(x—5) +2 =y=fmit Dt =[5; oo und Wt =[2; ]

Ubungen: Aufgaben zu Potenzfunktionen Nr. 11




