4 .6. Rationale Funktionen

Rationale Funktionen

Eine Funktion der Form f(x)

Funktionen sind. Demaximale Definitionsbereich ist R\{x: n(x) = 0}. Man unterscheideganzrationale
Funktionen, dereMennergrad gleich Null ist, gebrochenrationale Funktionen mitNennergrad grof3er alg
Null und echt gebrochenrationale Funktionen, dererNennergrad grofRer als der Zahlergrad ist. Zud
Erinnerung: DefGrad einer ganzrationalen Funktion ist ihr grof3ter Exponent

heil3trationale Funktion, wenn z(x) und n(x}» 0 zwei ganzrationale

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 1

4.6.1. Asymptoten und Grenzwerte

Beispiel: f(x) = el
X

Maximaler Definitionsbereich: D = R\{-2}
(NST im Nenner)
Schnittpunkt mit der y-Achse: §(0 | %)

(x = 0 einsetzen)
Schnittpunkt mit der x-Achse: -
(f(x) = 0 hat keine Losur

Verhalten fir x — -2:

X y X+2
-19 -10
-1,99 |-100
-1,999 | -1000

! I

-2 + o

T i

-2,001 | 1000
-2,01 |100

-2,1 10

Fir x — -2 streben die y-Werte gegeretund
das Schaubild nadhert sich einer senkrech
Naherungsgerade (Asymptote) mit der
Gleichung x = =2: f(X}» + o flr x — =2,

ten

Asymptoten und Polstellen

Eine Asymptote ist eine Naherungsgerade im
Schaubild einer Funktion f: Das Schaubild kor
ihr fur betragsgrolle x oder y beliebig n4g
Senkrechte Asymptoten nennt man aBokstellen

hmt
lhe.

Grenzwert einer Funktion flir x — oo
Eine Funktion f strebt fir x> + «© gegen de

an die Zahl a herankommen: f(>¢ a fir x— + o

X—+oo

fir X — £ o einewaagrechte Asymptotey = a.

h

Grenzwert (lat. Limes) a, wenn die Funktionswejte
f(x) fur gentigend kleine bzw. grof3e x beliebig nghe

oder lim f(x) = a. Das Schaubild von f besitzt dgnn

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr
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X y= 1
X+2
- 0
1 1
-10000 |-0,0001
-1000 -0,001
-100 -0,01
100 0,01
1000 0,001
10000 0,0001
! !
+ 0

Fir x — + « streben die y-Werte gegen 0 und

das Schaubild ndhert sich einer waagrechten
Naherungsgerade (Asymptote) mit der

Gleichung y = 0: f(X)— O flr x —» + o« oder
lim f(x) =0.

X—£00




4.6.2. Nullstellen im Nenner

1 _ 1
x2—-x—6 (x+2)-(x=3)

Definitionsbereich: D = R\{-2;3}
(NST im Nenner)

Beispiel: f(x) =

Schnittpunkt mit der y-Achse: Ny(OI——;)

(x = 0 einsetzen)
Schnittpunkt mit der x-Achse: -
(f(x) = 0 ergibt keine Lésung)

Verhalten in der Nahe von x = -2:

f(x) = 1 1 ﬁioo-{%]Z:I:oofUrXﬁ—Z

x+2' X—3
L—E fir x — -2
5

oo flr x — -2
= senkrechte Asymptote an der Nennernullstelle x =

Verhalten in der Nahe von x = 3

f(x) = 1 1 —>1-:|:oo: f+oo firx—3
X+2 x-3 5

L +owo— firx— 3
1 firx— 3
— —
5

Verhalten flr x — + oo:

f(x) = 1 -L—> 00=0 firx— tw
X+2 x—3

= waagrechte Asymptote y =lim f(x) =0

= senkrechte Asymptote an der Nennernullstelle x = 3

Senkrechte Asymptoten

n-fache NSThur im Nenner= senkrechte Asymptote{

mit VZW, falls n ungerad
ohne VZW, falls n gerade’

(Vorsicht: NST im Nenneund im Zahler erzeugen stattdessen hebbare Licke, s.u

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 3

4.6.3. Nullstellen im Zahler

x-1 _ x-1
x?—x—6 (x+2)-(x—3)

Definitionsbereich D = R\{-2;3}
(NST im Nenner)

Beispiel f(x) =

1
Schnittpunkt mit der y-Achse: Ny(0|g)

(x = 0 einsetzen)

Schnittpunkt mit der x-Achse: N,(1]0)
(f(x) = 0 setzen und nach x auflésen)
Senkrechte Asymptotenx = 3 und x = -2
(NST nur im Nenner)

Verhalten fir x — * co:

f(x) = X=1 1 L, 1020 furxo tw
X+2 Xx—3

b 0 flirx— o

1 firx— + o

= waagrechte Asymptote y =lim f(x) =0




Nullstellen rationaler Funktionen

mit VZW, falls n ungerad
n-fache NSThur im Zahler= NST der Gesamtfunktion g E

ohne VZW, falls n gerad
(Vorsicht: NST im Nenneund im Zahler erzeugen stattdessen hebbare Liickep, s.u

Verhalten echt gebrochenrationaler Funktionen fir x— + o
Wenn derNennergrad groRer ist als der Zahlergrad wachst fir x— + « der Nenner schneller als der
Zahler und die Gesamtfunktion strebt gegen 0: £x)0 fir x — + o bzw lim f(x) = 0: Die x-Achse y =0 is

X — too

waagrechte Asymptote.

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 4

4.6.4. Nullstellen im Zahler und im Nenner

Beispiel :f(x) = —* T2 = X*t2 B2
X“—x—-6 (X+2)(x-3) S
Definitionsbereich D = R\{-2:3} I 4
(NST im Nenner) ! ! 3 4
Schnittpunkt mit der y-Achse: Ny(0|f%) L 2
(x = 0 einsetzen) ””iﬂﬂi 77777 1.
Schnittpunkt mit der x-Achse - ; ;
(f(x) = 0 nach x auflésen): | } } +—o
X+ 2 N .4,—.‘3_(?2%1_&
—————— =0 - (x+ 2} (x= J)furx=— 2o0der| Z__2°_ 7= - _
X712 (3 | - (x+ 2 (%= 3) S x|
X+2=0] -2 Lo -2 4
X = — 2, aber andererseitsx — 2 i i 34
= keine Nullstelle, da f an der Zahlernullstelle nick | | a
definiert ist! oo N
Senkrechte Asymptotex = 3 o 5.

(NST nur im Nenner))

1
Hebbare Luicke: L(—ZI—E)

(NST im Z&ahler und im Nenner):
x = 2 ist gleichzeitig Nullstelle des Zahlers uresdNenners. Ddrinearfaktor (x + 2) erscheint daher sowo

im Zahler als auch im Nenner und kann fikex-2 gekirzt werden: Xt+2 -1
Xx+2)(x—3) x-3

auf die Stelle x = =2 stimmt das Schaubild von lfstandig mit dem Schaubild detetigen Fortsetzungf (x)

, falls x # 2. Bis

- 3 Uberein. An der Stelle x = -2 hat das Schaubild freine Liicke, die durch die stetige Fortsetzu
X —

behobenwird. x = -2 heil3t dahenebbare Liucke f ist an dieser Stellanstetig, da sie den gleichen Pun
anstrebt wief , diesen aber im Gegensatz fuie erreicht: f(-2) existiert nicht, abel'rrr]2 f(x) = Iinjzf(x) =

- 1 1

f(-2) = 5 Den y-Wert der hebbaren Liicke L(-|—2§) erhalt man also durckinsetzen in die stetige

Fortsetzung

H

19

Zahlernullstellen und Nennernullstellen bei rationden Funktionen

n-fache NSThur im Zahler = NST der Gesamtfunktion ) ) mit VZW, falls n ungee
n-fache NSThur im Nenner = Polstellebzw. senkrechte Asymp;%éewells { ohne VZW, falgaerade?
NSTim Z&ahler und im Nenner = hebbare Liicke

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 5



4.6.5. Polynomdivision mit Rest

Beispiel mit festem x = 10 (schriftliche Division it Rest)

1355:112 = 12 +1—:E
112
112
235
224
11 (Rest)
Probe: (22 +%)-112 =1344 + 11 = 1355
Z
Ergebnis: 1355 —12£
g 112 11z

Merke: Jeder Bruch lasst sich aufspalten in eine ganzewtaheinen echten Bruch < 1.

Beispiel mit beliebigem xe R (Polynomdivision mit Rest)

X+1
(C+3¢+BEX+E5):(X+xX+2)=X+2+—
X“+X+2
o+ X +2x) —
2% +3x +5 echt gebrochenrationaler Resgt
(2% +2x +4)
x +1 (Rest) ganzrationaler Haupttéx)
X+1
Probe (x+2 +——— ) (¢ +x+2) =X+ 3X +5x+5
XS +xX+2
8 2 x+1
Ergebnis: X +§X +5%X+5 =X+2+———
X +X+2 X“+Xx+2

Merke: Jede gebrochenrationale Funktion f(x) lasst sichclduPolynomdivision in einen ganzrational
Hauptteil h(x) und einen echt gebrochenrationaiestr(x) aufspalten.

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 6

4.6.6. Waagrechte Asymptoten

Beispiel f(x) = X%

x—3
Definitionsbereich D = R\{3}
(NST im Nenner)

Schnittpunkt mit der y-Achse: N,(O| %)

(x = 0 einsetzen)

Schnittpunkt mit der x-Achse: N,(1]0)
(NST nur im Z&hler)

senkrechte Asymptotebei x = 3

(NST nur im Nenner)

Verhalten flr x — + oo:

f(x):X*1:1+ — 1+0 = 1firx—>tow= lim f(x)=1
-3 X3 X

lﬁ O flr x— * co:

Fur x — + oo strebt delecht gebrochenrationale Rest r(xgegen Null: lim r(x) = lim [f(x) — h(X)] = 0. Der

Verlauf des Schaubildes wird dann nur noch durahgdanzrationalen Hauptteil h(x) bestimmt. Flr x> + o
ist der ganzrationale Hauptteil h(x) km f(x) = 1 einewaagrechteAsymptote.

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 7



4.6.7. Schiefe Asymptoten

Beispiel

2 _ c(X—=

f(x) =
) X—3 X—3 X—3

Hauptteil Rest
h(x) — r(x)
(p-g-Formel bzw. Polynomdivision mit Rest)
Definitionsbereich: D = R\{3}
(NST im Nenner)

Schnittpunkt mit der y-Achse: Ny(0| %)

(x = 0 einsetzen)

Schnittpunkte mit der x-Achse N,;(—2|0), N(1|0)
(NST nur im Zahler)

senkrechte Asymptotenx = 3

(NST nur im Nenner)

Verhalten fir x — * co:

Fir x — *+ « strebt der echt gebrochenrationale Rest gegen l\xlmﬁ rex) = XIirr+1 [f(x) — h(x)] = 0. Das

Schaubild wird dann nur noch durch den Haupttestibent. Der ganzrationale Haupttéi{x) = x + 4ist fur x
— + o eineschiefe Asymptote.

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 8

T
|

4.6.8. Naherungskurven

3 2
Beispiel f(x) :%" .
Xi
_1 (x+2)(x=2)(x-1)
2 x—3

1 2
= —X+x+1+

X—3
Hauptteil Rest -
h(x) r(x)

Definitionsbereich: D = R\{3}
(NST im Nenner)

2
Schnittpunkt mit der y-Achse: N, (00— 3 )

(x = 0 einsetzen)

Schnittpunkte mit der x-Achse Ny (=2|0), N(1]|0) -3 6-7 8
und Ne(2/0) N T
(NST nur im Z&hler) N s
senkrechte Asymptotex = 3 I ST T A SO oo
(NST nur im Nenner) Lo Lo 0d Lo Lo

Verhalten fir x — + oo:

Der echt gebrochenrationale Rest strebt fliisxt oo gegen Null: lim r(x) = lim [f(x) — h(x)] = 0. Das

1
Schaubild wird dann nur noch durch den Haupttestibemt. Der Hauptteil h(x) =§ X2+ x + 1 ist filr x— + 0

1 1
eine Naherungskurve. Mit quadratischer Erganzung erhalt man h(x) :E(X + 1F + > d.h. die

1 1
Naherungskurve ist eine nach oben gedffetabel mit Formfaktor a =§ und Scheitelpunkt S(-HE)'




Aufspaltung rationalen Funktionen in ganzrationalenHauptteil und echt gebrochenrationalen Rest

Jede rationale Funktion l&sst sich mit Hilfe eiff@lynomdivision als Summe aus einegenzrationalen
Hauptteil h(x) und einenechtgebrochenrationalen Rest(x) schreiben: f(x) = h(x) + r(x). Da der Rest)rtir
X — * o gegen Null strebt, bildet der Hauptteil y = h(iyeeNaherungskurve von f: XIir[1 rx) = xIin+1 [f(x) —

h(x)] = 0.

Grad der Naherungskurve
m
Sei f(x) = an XM+ .4 g X+ @
b, x" + ..+ b x+ by
n < m:waagrechte Asymptotemit der Gleichung h(x) =0

eine rationale Funktion mit Z&hlergrad n und Negreed m. Dann gilt fir

a
n = m:waagrechte Asymptotemit der Gleichung h(x) :b—m
b

n > m:ganzrationale Naherungskurveh(x) vom Grad n — m

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Nr. 9 und 10

4.6.9. Bestimmung von Funktionsgleichungen

Beispiel: Verhalten fur x — oo ist nicht vorgegeben

Gib die Gleichung einer rationalen Funktion an, ederSchaubild bei x = -4 eine Nullstelle r]\it

Vorzeichenwechsel, bei x = 5 eine hebbare Licke bed x = 1 eine senkrechte Asymptote ol
Vorzeichenwechsel besitzt.
Losung: Ansatz in Produktform

NST mit VZW bei x = —4= Faktor (x + 4) im Zahler

hebbare Liicke bei x =5 Faktor (x — 5) im Zahler und im Nenner
senkrechte Asymptote ohne VZW bei x =>1Faktor (x — 1§ im Nenner
(x+4)(x—5) _  x>—x-20

(X—B)(x—12 x3—Tx+11x—5

= Z.B.f(x) =

ne

Beispiel: Verhalten fur x — oo ist vorgegeben

Gib die Gleichung einer rationalen Funktion an,edefSchaubild eine Naherungskurve mit der Gleichyrg
-x? + 2, bei x = -6 eine senkrechte Asymptote mit \éirzenwechsel und bei x = 5 eine Nullstelle
Vorzeichenwechsel besitzt.

Losung: Ansatz als ganzrationaler Hauptteil mit ech gebrochenrationalem Rest

N&herungskurve y = 2% 2 = ganzrationaler Hauptteil 2% 2

Senkrechte Asymptote mit VZW bei x = =6 echt gebochenrationaler Resti—G mita= 0
X

Nullstelle mit VZW bei x = 5 f(5) = 0

= Ansatz f(x) = X + 2 + a mit f(5) =0 —25+2+E =0 a=253
X+6 11

_y3_Bx2
S ZB.(x) = R+ 2+ 228 o X X7 2x+ 265
X+6 X+6

mit

Ubungen: Aufgaben zu rationalen Funktionen Nr. 11



