5.5. Abstrakte Abituraufgaben zu Exponentialfunktionen

Aufgabe 1: Kurvenuntersuchung, Integration, Optimierungsaufgabe

Gegeben ist die Funktion f(x) = (x — 2)-¢**.

a) Untersuchen Sie das Schaubild von f auf Achsenschnittpunkte, Extrem- und Wendepunkte sowie auf
Asymptoten. Zeichnen Sie ein Schaubild fiir —5 <x < 3. (14)

b) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die durch das Schaubild von f und die beiden Koordinatenachsen
eingeschlossen wird. (6)

c) Die Senkrechte x = u mit u < 0 schneidet die x Achse im Punkt P und das Schaubild von f im Punkt Q. Fur
welches u wird der Flacheninhalt des Dreiecks OPQ maximal? (6)

Losung
Teil a)
Achsenschnittpunkte: S,(0[—2) und S,(2]0) (2
Ableitungen: f*(x) = %x-eO’SX, fi(x) = (%x + %)-e“x und f*¢4(x) = (%x + %)-eW 2)
Asymptoten: lim f(x) =0 = negative x-Achse ist Asymptote Q)
X——00
Extrema: T(0|—2) )
Wendpunkte: (—2|— i) (2)
e
Schaubild (@)
Teil b)
A= 2 2)-e%%dx| = 2).2.605% 22 03%dx| = 2).2.6%5% | _[4.695°| = 4e — 8~ 2,87
—{(x—)-e x—[(x—)~ e 0—{ e x—[(x—)~ e 0—[~e 0‘—e— ~2,
FE
Teil ¢)

A(u) = %-(o — u)-((f(u) — 0) = (u — %uz)eo's“ mit A‘(u) = (1 — %u - %lf)e"v5u und A*“(u) = —(%u +

05U 5 rel. und abs. Maximumbeiu= -1 — 5.

1,
=ue
5 )
Aufgabe 2: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Integration, Optimierungsaufgabe

Fir jedes positive reelle t ist die Funktion f; gegeben durch fy(x) = x + €'~ * mit x € R. Ihr Schaubild heiBt K..

a) Untersuchen Sie Ko auf den Schnittpunkt mit der y-Achse, Hoch-, Tief- und Wendepunkte sowie auf
Asymptoten. Zeigen Sie, dass es keinen Schnittpunkt mit der x-Achse gibt. Zeichnen Sie K, im Bereich
—0,5<x<5mit1 LE = 1cm. (12)

b) Untersuche Sie, fur welchen Wert von t € R das Schaubild K, die x-Achse beriihrt. (6)

c) Zeigen Sie, dass F; mit F(x) = 0,5x* — '~ *mit x € R eine Stammfunktion von f; ist. Das Schaubild K, die
y-Achse, die 1. Winkelhalbierende und die Gerade mit der Gleichung x = u mit u > 0 schlieRBen eine Flache
mit dem Inhalt A(u) ein. Berechnen Sie A(u). (5)

d) Die Gerade mit der Gleichung x = a (a > 0) schneidet das Schaubild K, im Punkt Q und die 1.
Winkelhalbierende im Punkt P. Der Ursprung O sowie die Punkte P und Q sind die Eckpunkte eines

Dreiecks. Bestimmen Sie a so, das der Flacheninhalt des Dreiecks OPQ ein relatives Maximum annimmt.
Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Dreiecks. (7)

Ldsung

Teil a)

Ableitungen: fo'(x) =1 — 27X f,"(x) = e27X, fp"(x) = —e2—X (3)
Schnittpunkte mit der y-Achse (x = 0): N(0|e?) Q)
Asymptote g(x) =x, da lim f'(x) =1 und lim f(x)-1 =0 Q)

X—00 X—00

Tiefpunkt (f'(x) = 0 und f'(x) > 0): T(2|3) 3)
keine Wendepunkte, da f*(x) > 0 firx € R 1)
kein Schnittpunkt mit der x-Achse, ytp = 3 > 0 und kein WP. Q)
Wertetabelle und Schaubild 2



Teilb )

Ableitungen: fy(x) = x + e, f/(x) = 1 — e"* und f"(x) = e~ 2)
Tiefpunkt: (f't(x)=0 und f;"(x)>0) T(t|t+1) (3)
T liegt auf der x-Achse, fallst+1 =0 = t = —1. 1)
Teilc )
Stammfunktion: F{(x) = fi(x) 2
Flachenberechnung: A(u) = F(u) — F(0) = e*(1—e"). (3)
Teil d)

1 1 1 28
A@ = —-g-h = =.a- f,(@)—a = —-a-e" " mita>0 .(3)

2 2 2
= A'a) = %-(1—a)-e2*a und A"(a) = %.(a—Z)-eZ*a )
rel. Max bei a = 1. Randwerte A(0) = lim A(a) = 0 = abs. Max bei A =1 mit A(1) = %e . 3)

a—o0o

Aufgabe 3: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Integration, Optimierungsaufgabe
Firr jedes positive reelle t ist die Funktion f; gegeben durch fi(x) = e'** — x mit x € R. Ihr Schaubild heift K.

a) Untersuchen Sie Ko auf den Schnittpunkt mit der y-Achse, Hoch-, Tief- und Wendepunkte sowie auf
Asymptoten. Zeigen Sie, dass es keinen Schnittpunkt mit der x-Achse gibt. Zeichnen Sie K5 im Bereich —5
<x<0,5mit 1 LE = Icm. (12)

b) Untersuchen Sie, fiir welchen Wert vont € R das Schaubild K;die x-Achse beriihrt. (6)

c) Zeigen Sie, dass Fy mit Fy(x) = e'** — 0,5x* mit x € R eine Stammfunktion von f; ist. Das Schaubild K, die
y-Achse, die Gerade y = —x und die Senkrechte x = —u mit u > 0 schlieRen eine Flache mit dem Inhalt A(u)
ein. Berechnen Sie A(u). (5)

d) Die Gerade mit der Gleichung x = —a (a > 0) schneidet das Schaubild K, im Punkt Q und die Gerade y =
—X im Punkt P. Der Ursprung O sowie die Punkte P und Q sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Bestimmen
Sie a so, das der Flacheninhalt des Dreiecks OPQ ein relatives Maximum annimmt. Berechnen Sie den
Flacheninhalt dieses Dreiecks. (7)

Ldsung

Teil a)

Ableitungen: fa(x) = e2*+X — x, fo'(x) = e2+X — 1, f5"(x) = €2+ Xund fo™(x) = e2*+X (3)

Schnittpunkte mit der y-Achse (x = 0): N(0|e?) (D)

Asymptote g(x) = —x, da lim f’(x) = —1und lim f(x)+x =0 (@))

X—00 X—00

Tiefpunkt (f(x) = 0 und f'(x) > 0): T(—2J3) 3)

keine Wendepunkte, da f'(x) >0 flirx € R (D)

kein Schnittpunkt mit der x-Achse, yrp = 3 > 0 und kein Wendepunkt. 1)

Wertetabelle und Schaubild: 2

Teil b)

Ableitungen: fy(x) = e' "% — x, f/(x) = e'** — 1 und f"(x) = e'** (2)

Tiefpunkt: (ft(x)=0 und f"(x)>0) T(—t|t+1) 3)

T liegt auf der x-Achse, fallst+1=0=t= —1. Q)

Teil ¢)

Stammfunktion: F{'(x) = f(x) (2

Flachenberechnung: A(u) = F(0) — F(—u) = e*(1 — e~"). (3)

Teil d)

AQ@) = l-goh = l~a- f,(—a)—a = l-a~e2’amita>0. 3)

2 2 2

A@) = %-(1—a)-e2*a und A"(a) = % (a—2)-e*? )

relatives Maximum (A'(a) = 0 und A"(a) <0) beia=1 (2)

maximale Flache: A(1) = %e. 1)



Aufgabe 4: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Integration, Optimierungsaufgabe, Ortskurve

Fir jedes t € R sind die Funktionen f, und g gegeben durch f,(x) = (t — x)-¢' " * und g(x) = —x-e' * *. K, ist das
Schaubild von f,und G ist das Schaubild von g.

a) Zeigen Sie, daB f;’(x) = g(x) ist. Untersuchen Sie K; auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen,
Asymptoten, Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie Ky und G fir —5<x<1mit1 LE =1 cm. (12)

b) K; und die Koordinatenachsen begrenzen im ersten Feld eine Flache. Berechnen Sie den Inhalt dieser
Flache. (6)

c) Die Gerade mit der Gleichung x = u mit u < 0 schneidet K; in A und G in B. Die Punkte A und B sowie der
Koordinatenursprung O bilden ein Dreieck. Bestimmen Sie u so, dass die Flache dieses Dreiecks maximal
wird und geben Sie den maximalen Flacheninhalt an. (7)

d) Bestimmen Sie die Ortskurve der Wendepunkte von K. (5)

Ldsung

Teil a)

Ableitungen: f,’(x) = —x-e*** f,°(x) = (-x-1)-e* 2)

Schnittpunkt mit der y-Achse (x = 0): Ny(0Ole) (0,5)

Schnittpunkt mit der x-Achse (f(x) = 0): N,(1|0) @

Hochpunkt (f;’(x) = 0 mit VZW): H(0|e) 2)

Wendepunkt (f;”’(x) = 0 mit VZW: W(-1|2) (3)

Asymptote: lim f(x) =0, also waagr. A.y =0 firx -» — o 0,5)

X——00
Wertetabelle und Schaubild: ©)
Teil b)
1
A = [(@-x)-e"*dx (1)
0
1 1
= [(1_ x)- e[ — [(~1)-e*dx ®3)
0 0
— _y). altX 1 Lix]t
—[(l X)-e O+[e . @
=e?—2e 1)
Teil c)
1 1 T .
Au) = > b-h= > (—u)-(fy(u) — g(u)) = — 5 uemitu<0 (1,5)
1 1+u 1 1 1+u

=> A(u) = -3 ((1+u)-e"™ und A”’(u) = -3 -(l+§ u)-e 2

relatives Maximum (A’(u) =0 und A”’(u) <0) beiu= —1 (8]

Randwerte: A(0) = lim A(x) =0 )]

X—>+00

= absolutes Maximum bei u = —1 mit A(—1) =0,5-. Q)

Teil d)

Ableitungen: f(t) = (t — 1 — x)-e™ £’ (1) = (t — 2 — x)-¢" *und ££“(t) = (t — 3 — x)-e'** (3)

Wendepunkt (f;”(x) = 0 mit VZW): W(t—2/2-¢"-?) @

Ortskurve: y = 2-¢*? mit x €R. (1)

Aufgabe 5: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Integration, Optimierungsaufgabe, Ortskurve

Fiir jedes t € R sind die Funktionen f; und g gegeben durch f(x) = (t + x)-¢' ~ * und g(x) = x-¢* — *. K ist das
Schaubild von f,und G ist das Schaubild von g.

a)
b)

c)

d)

Zeigen Sie, daR f;’(x) = —g(x) ist. Untersuchen Sie K; auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen,

Asymptoten, Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K; und G fir —1 <x<5mit 1 LE=1 cm. (12)
K; und die Koordinatenachsen begrenzen im zweiten Feld eine Flache. Berechnen Sie den Inhalt dieser
Fléache. (6)

Die Gerade mit der Gleichung x = u mit u X 0 schneidet Ky in A und G in B. Die Punkte A und B sowie der
Koordinatenursprung O bilden ein Dreieck. Bestimmen Sie u so, dass die Flache dieses Dreiecks maximal
wird und geben Sie den maximalen Fl&cheninhalt an. (7)

Bestimmen Sie die Ortskurve der Wendepunkte von K. (5)



Ldsung

Teil a)
Ableitungen: f,(x) = (1 + x)-e* - %, f’(x) = —x-¢* ~*und f;’(x) =(x — 1)t % 2)
Schnittpunkt mit der y-Achse (x = 0):N,(0Ole) 0,5)
Schnittpunkt mit der x-Achse (f(x) = 0): N,(—1/0) Q)
Hochpunkt (f;’(x) = 0 und £;”’(x) < 0): H(0|e) (2)
Wendepunkt (f;”*(x) = 0 mit VZW): W(1|2)
®)
Asymptote: lim f;(x) =0, also waagrechte Asymptote y =0 flr x — + o (0,5)
X—>+00
Wertetabelle und Schaubild: (vgl. Gruppe A) 3)
Teil b)
0
A = [(1+x)-e *dx @
-1
0 0
= [(1+ x)- (—e* ™) - [ —e"*dx  (Produktintegration) (3)
B -1
— 1—Xx 0 1-x 0
=@~ ] &)
=e’ — 2 (1)
Teil ¢)
1 1 1 1_u
A(u) = =-b-h= = -u-(f(u) — g(u)) = ~-u-e- (15)
2 2 2
Ableitungen: A’(u) = — % -(1+u)-e*" und A’ (u) = — % -(1+% u)-e** )
=> relatives Maximum (A’(u) =0 und A”’(u) <0) beiu= -1 Q)
Randwerte A(0) = lim A(x) =0 (2)
X—+00
=> absolutes Maximum bei u = —1 mit A(—-1) = 0,5-.
1
Teil d)
Ableitungen: f () = (t — 1 — x)¢' " f°(t) = (t — 2 — x)-e"" X und f“(t) = (t — 3 — x)-e'**
3
Wendepunkt (f’(x) = 0 und f**‘(x) # 0):  W(t — 2[2-e*-?) (1)
= Ortskurve: y = 2-¢®*? mit x €R. (1)

Aufgabe 6: Kurvenuntersuchung mit Parameter, Integration, Rotationskérper, Optimierungsaufgabe

a) Untersuchen Sie das Schaubild von f(x) = (2t — x)-e™ fir t > 0 auf Achsenschnittpunkte, Extrem- sowie
Wendepunkte. und skizzieren Sie den Verlauf von f;. (10)

b) Berechnen Sie die Flache, die durch f; und die Koordinatenachsen im 1. Feld begrenzt wird. (6)

c) Berechnen Sie auf zwei Nachkommastellen genau das Volumen in dm® und das Gewicht in kg einer
Salatschiissel aus Glas (p = 2,5 glcm®), die durch die im Bereich 0 < x < 2 um die x-Achse rotierenden
Schaubilder von fyg und fj 775 begrenzt wird. (1 LE = 1 dm) (6)

d) Berechnen Sie auf zwei Nachkommastellen genau die Kantenldngen und den Flacheninhalt des groRten
Rechteckes, das in den Raum zwischen den Koordinatenachsen und dem Schaubild von f,5 gelegt werden
kann. (6)

Losung

Teil a)

Achsenschnittpunkte: S,(2t|0) und S,(0]2t) 1)
Ableitungen: f(x) = (—tx + 2t — 1)-e* und f;’(x) = (=t + 2t® — 2t)-e™ 2

1.1
Hochpunkt (f() = 0 und £;"(x) < 0): H(2t — <17 g2t 1) 3)
2 2

Wendepunkt (f;”(x) = 0 mit VZW da einfache NST): W2t — = | - 2’ -2) 3)
Schaubildskizze: Q)



Teil b)

2t
A = [ (2t—x)e™dx @
0
2 2
= (2t—x)~letX — ff}etxdx
t b ot
)
X 1 2t
=||-2 42+ =" (1)
t t2 0
1 2
= (" -1-2 @)
Teil c)
\Y = Vauflen - Vinnen (1)
1,6 1,55
=n [(L6-x)%e"™dx — = [ (1,55—x)’e"*dx )
0 0
=9,356 — 8,035 (MATH 9: fnint) )
=1,321 dm®
M =pV = 3,3 kg 1
Teil d)
A(u) = b'h = ufys(u) = u(l — u)-e® mit A’(u) = (—0,5u> — 1,5u+ 1)-¢" 2)
= H(0,561]0,326) (CALC 4: maximum) 2
= Das Rechteck hat die Breite u = 0,561, die Hohe fy5(u) = 0,581 (CALC 1: value)
und die Flache A(u) = 0,326 FE (2)
Aufgabe 7: Kurvenuntersuchung, Rotationskdrper
2X
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = o~ fir x € R. Das Schaubild von f sei K.
e +4

a) Skizzieren Sie K mit Hilfe Ihres Taschenrechners (1)

b) Das Flachenstiick zwischen K, der x-Achse und den Geraden x = 0 und x = 2 rotiert um die x-Achse.
Bestimmen Sie das Volumen des dabei entstehenden Rotationskorpers. (2)

c) Welche Eigenschaften von K konnen dem Funktionsterm f(x) ohne Verwendung von Ableitungen
entnommen werden ? Begriinden Sie. (5)

Losung
Teil a) Skizze (8]
Teil b)
2 2 2
2 2
V=r [ f(x) “dx = [ [—2] dx = 10,86 VE (CALC: 7 Sf(x)dx) (2)
0 0 1+4e” x
Teilc)
f(x) > 0; da2e*>%und e + 4 > 0 = K besitzt keine Schnittpunkte mit der x-Achse. 1)
f(0) = % = S(0| %) ist Schnittpunkt von K mit der y-Achse. (0,5)
lim f(x)= lim 2 > = 0= Kbesitzt die waagrechte Asymptote y = 0. 1)
X—— 00 X—— 00 1+ e X
lim f(x)= lim > — 2 = Kbesitzt die waagrechte Asymptote y = 2. 1)
X— 00 Xx—00]44e" X
1 + 4e-* fallt streng monoton = T wadchst streng monoton; 1)
+4e
Da f streng monoton wachst, besitzt K keine Extrempunkte. (0,5)



Aufgabe 8: Kurvenuntersuchung, Rotationskdrper
4—
e2x

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = fir x € R. Das Schaubild von f sei K.

a) Skizzieren Sie K mit Hilfe lhres Taschenrechners (1)

b) Das Flachenstiick zwischen K, der x-Achse und den Geraden x = —2 und x = 0 rotiert um die x-Achse.
Bestimmen Sie das VVolumen des dabei entstehenden Rotationskdrpers. (2)

c) Welche Eigenschaften von K koénnen dem Funktionsterm f(x) ohne Verwendung von Ableitungen
entnommen werden ? Begriinden Sie. (5)

Losung
Teil a) Skizze 1)
Teil b)
2 ) 0(g_ eV
V=n[ f(x) “dx == | dx =5,06 VE (CALC: 7 Sf(x)dx) )
0 “ol4+e X
Teilc)
f(x)=0=x= % Ind4 = S(% In4|0) ist Schnittpunkt von K mit der x-Achse. Q)
f(0) = % = S(0| %) ist Schnittpunkt von K mit der y-Achse. (0,5)
4—e*
lim f(x)= lim =1= K besitzt die waagrechte Asymptote y = 1. 1)
X—— 00 X——00 4 + e2>(
4—e*
lim f(x)= Ilim = —1 = K besitzt die waagrechte Asymptote y = —1. 1)
X—— 00 X——00 4 4 eZX
4_ 2X
4 — e* fallt streng monoton und 4 + e wachst streng monoton = P fallt streng monoton; Q)
+e
Da f streng monoton féllt, besitzt K keine Extrempunkte. (0,5

Aufgabe 9: Kurvenuntersuchung, Integration, Optimierungsaufgabe
Gegeben sind die Funktionen f(x) = e* f%xz 7% und g(x) = € — e mit den Schaubildern K und G.

a) Untersuchen Sie K auf Achsenschnittpunkte, Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K und G im

Bereich -2 <x<2mit 1 LE =1 cmin ein gemeinsames Koordinatensystem. (12)
b) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die durch die Schaubilder K und G sowie die y-Achse begrenzt wird. (8)

c) Bestimmen Sie u mit 0 < u < 1 so, dass das Dreieck mit den Ecken O(0]0), P(ulf(u)) und Q(u|g(u)) eine
maximale Fl&che erhalt. (10)

Aufgabe 10: Kurvenuntersuchung, Integration, Optimierungsaufgabe

Gegeben sind die Funktionen f(x) = € — ex und g(x) = &* — e. Die Schaubilder von f und g heiRen K und G.
a) Untersuchen Sie K auf Achsenschnittpunkte, Hoch-, Tief- und Wendepunkte. Zeichnen Sie K und G sowie

die Gerade A(x) = —ex im Bereich —2 < x <2 mit 1 LE = 1 cm in ein gemeinsames Koordinatensystem.
Begriinden Sie mit Hilfe der Grenzwertschreibweise und anhand der Zeichnung, dass A(x) fiir x — —oo eine
Asymptote fur K ist. (12)

b) Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die durch die Schaubilder K und G sowie die y-Achse begrenzt wird. (8)

c) Bestimmen Sie u mit 0 < u < 1 so, dass das Dreieck mit den Ecken O(0|0), P(u|f(u)) und Q(u|g(u)) eine
maximale Flache erhalt.

Aufgabe 11: Kurvenuntersuchung, uneigentliches Integral (19)

a) Untersuche f(x) = 2xe™ auf Symmetrie, Verhalten fiir x — + oo, Extrem- und Wendepunkte. Skizziere
dann das Schaubild. (14)

b) Berechne den Inhalt der gesamten Flache, die von der x-Achse und dem Schaubild von f eingeschlossen
wird. (5)



Ldésungen:
Symmetrie: fist symmetrisch zum Ursprung, da f(—x) = —f(x)
Die x-Achse ist Asymptote fiir x — £ 00, da lim f(X) = lim 2—)2( .

X—>*+c0 X—>to0 ex

Ableitungen: £(x) =2(1 —2x?) e und £(x) = 2x(4x* — 3) e ¥

Extrempunkte (f’(x) = 0 und f*’(x) </> 0): TP/HP(+ % | n\/—E)
€

3
Wendepunkte (£°(x) = 0 mit VZW da einfache NST) WP4(0/0) und WPz,g(J_r%\ﬁ ImJ/3-e *)

Beschriftete Skizze
t2

0 t
A= 2[2xe™dx = 2lim [2xe* dx = 2lim [edz = —2Iim(e"2 —1) =2
0

t—oo ° t—oo t—oo

@)
@)
O]
(4)
(4)
O]
()



