5.7.6. Rekursive Naherung der Kreiszahk nach Liu Hui AD 263
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Wenn man einem Kreis mit Radius 1 regelméRige reikzeichnet, sollten deren halbe Umfanggegen die
Kreiszahlr streben:lim n, = . Man beginnt z.B. mit dem Durchmesser, einem 24@Bitkdem halben Umfang

n- o

m, = 2. Durch Verdopplung der Eckenzahl erhalt man4Eck mit dem halben Umfang, = 2+/2. Durch
2
nochmalige Verdopplung wird daraus ein 8-Eck mindealben Umfangg = 4 %%—[1%] =4y2-42.

Hat man schlief3lich ein n-Eck mit der Seitenlangauad dem halben Umfang = g-a“ so erhalt man fur das
an 2 2 an 2 q1 2 a] 2
11—, /1= = - +1-2(1-|—= - =
B = BB
2 2
a | _ - - - 2r,
2—-2 1|2 =42—4— und den halben Umfang, = na,, = ny/2—+/4— =n,|2—,|4— ,
2] 7 .= ne =24 g, =n 2 4|2
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Ton=N,[2— 2 1[5] (Gleichung ).
n
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2n-Eck die Seitenlange ,a = [%] +

2
Fur das 16-Eck ergibt sich also mit n = 8 die Néhgtt,=8,/2— 2 [1- [%] = 8\/2—\/2+\/§ . Fir das 32-

Eck ist entsprechens, = 16\/27\/2%—\/ 2++/2 . Eine explizite Formel fur die Naherung vom durch ein

2*1L_Eck ist also

= 2\/2*\/2+\/ 2++/ 2+ .... (Gleichung (I1)

k mal die 2

Der chinesische Mathematiker Liu Hui berechnetelahr AD 263 mit einer leicht modifizierten Form&kdrt
mit einem Sechseck mit, = 3) fiir ein 62°-Eck den Wertr,o ~ 3,1416. Bei ihrer fortgesetzten Anwendung
erlebt man allerdings die unangenehme Uberrascldagyg die Werte ab ca. k = 10 wieder auseinanderifu
Es ist also eine Konvergenzuntersuchung notweniigchaulich klar ist, dass der halbe Umfangdes 2n-
Ecks gréRer sein muss als der des n-EekeRechnerisch sieht man das durch Bestimmung deurigsmenge
der Ungleichung
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Wir untersuchen, ob dieses Ungleichung fir alle lmbgn Werte x :[ﬁ—”] gilt:
n

2~[“—" >2 1[“—”]
n n

2-x >2/1—-x
2-xF >4(1-x)

4 —4X +%> 4 - 4X
x* > 0.

2
Das gilt fur alle xe R, also auch fir alle x :{ﬁ—”] . Die Folge ist alsomonoton steigend Um die
n

Beschranktheit nach oben nachzuweisen, betrachtah rdie N&aherung des Kreisumfangs durch
umbeschriebeneVielecke.
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ganze Strecke: 1
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Teilstrecke:, |1— [%]

Man erhélt die Seitenlangen dembeschriebenenVielecke b,, aus den Seitenlangen deinbeschriebenen
Vieleckea, durchStreckung bzw. mit Hilfe desStrahlensatzes

by= —21__(siehe Abbildung)
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Die Umfange der grofRen Vielecke sind entsprechend
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Durch Einsetzen in Gleichung (I) erhalt man



und nach wenigen Umformungen

Diese Folge fallt monoton, wenn
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Man kiirzt ab x :[i] und erhalt
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Da x = [i] > 0, ist dieses Ungleichung immer erfiillt und dlenfangen’,, der groRen Vielecke fallen

T

y . . 1 .
(erwartungsgemafd) monoton ab. Da sie aber andigserssgent’, = = Tn > m, immer

T 1 [(uy
T(ﬁ 4n? “4n

oberhalb der Umfange, der kleinen Vielecke liegen, mussen sie nach ubesthrankt sein. Umgekehrt muss
die Folge der monoton wachsenden kleinen Umféangeach oben beschrankt sein. Die beiden Folgen naher
sich von unten bzw. oben jeweils einem Grenzwient t, =« bzw.lim =',, = n’. Da die Differenzr’, — n, = m,,

n—oo nN—oc

(—2 - 1) aber fiir n—> « gegen Null strebt, muss es sich um den gleichemGvert handeln:

lim n, = lim o', =m.

nN—oc nN—oc

Soweit die Theorie. Warum lauft die Folge dann dei praktischen Berechnung trotzdem auseinandes? Da
Problem liegt in den vielen ineinander verschathiteM/urzeln und Kehrwerten, die auch bei 10-stetlig
Genauigkeit sehr schnell zu sich verstarkenden &uysfehlern fihren. Schon Archimedes erkannte alaes
man die Berechnung wesentlich vereinfachen kanmnwaan die inneren und &uflleren Vielecken nicht
unabhangig voneinander sondern paarweise abwedhaabeinander mit Hilfe deStrahlensatzesberechnet.
Dies wird im nachsten Abschnitt 5.7.7. dargestellt.
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